Corsi di Laurea in Ingegneria Biomedica ed Ingegneria Elettronica
Prima prova scritta di Analisi Matematica 1. 12/12/2005

COGNOME NOME
MATRICOLA

(1) Enunciare il Principio di Induzione illustrandone due applicazioni.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di derivabilita delle funzioni composte.

(3) Siano f : [a,b] — IR e xy € (a,b) tali che f risulti continua in [a, b] \ {x¢}. Supposto che lim f(z) =
T—x0

¢ € IR, provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera o falsa.

A. f ammette massimo in [a, ] | Vero| |Falso|

B. Se ¢ > f(a) allora f ammette minimo in [a, b] [Vero| |Falso]

(4) Sia f : [0,4+00) — IR continua e crescente. Posto F'(z) = [y f(t) dt, provare di ciascuna delle seguenti
affermazioni se e vera o falsa.

A. Esiste :c1—1>1—iI-1c>o Fix) € R. [Vero| |Falso]
B. lim F(z) = +o0. [Vero| |Falso]

T——+400



Corsi di Laurea in Ingegneria Biomedica ed Ingegneria Elettronica
Seconda prova scritta di Analisi Matematica 1. 16/12/2005

COGNOME NOME

MATRICOLA

sin(%)

Ja+i-2

[a] ha limite 4 @ diverge a +oo
ha limite 1 [d] nessuna delle precedenti

1) La successione a, = per n — +00

exr—1

x>0,

2) Se a > 0 la funzione f(z)= {a(’i +sin(Z) z<0
z <0.

[a] e derivabile su IR @ non ¢ continua in x = 0
x = 0 & un punto angoloso se o # 1 @ nessuna delle precedenti

3) L’equazione e” = a(x + 1) ammette una sola soluzione

[a] per ogni a € IR @per ogni o < 2
per nessun o > () @ nessuna delle precedenti

4) La funzione f(z) = e¥** — 1 — cosh(z) + cos(x), per £ — 0 & un infinitesimo

[a] di ordine 2 @ di ordine superiore a 4
di ordine 4 [d] nessuna delle precedenti

0
5) L’integrale / log(x* +2) dx vale
1

[a]log(3) — 2 + 2+v/2arctan(-%) (b non & definito
%log 2-7 @ nessuna delle precedenti

VT
dx
1+ z) + o+ 22

S

o0
6) L'integral /
) L’integrale ) oal

[a] converge per ogn'i ae€lR @ converge per ogni o > %
converge per ogni o # 1 @ nessuna delle precedenti



Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica
Prima prova scritta di Analisi Matematica 1 del 12/12/2005

COGNOME NOME
MATRICOLA

(1) Fornire la definizione di funzione derivabile in un punto. Illustrarne il significato geometrico e
cinematico.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di regolarita di successioni monotone.

(3) Sia f(z) una funzione continua in [a,b) tale che lirgli f(z) = € IR. Posto che f(a) < ¢, provare di

ciascuna delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A. f ammette minimo in [a, b) |Vero| |Falso|

B. f ammette massimo in [a, b) [Vero| |Falso]

(4) Siano (an)n>1 € (bn)n>1 due successioni positive e divergenti tali che a,, ~ b, per n — +o0o. Provare
di ciascuna delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A. Se (¢y)n>1 € limitata allora a,, + ¢, ~ b, + ¢, per n — 400 ]Vero\ ’Falso‘

B. a; ~ b per n — 400 |Vero| [Falso|




SOLUZIONE

Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E vera. Infatti, sia
fx) = {f(cc) se x € [a,b)

1 sex =150

Allora, essendo lim f(z) = hrl?, f(x) = £ = f(b), la funzione f(z) risulta continua nellintervallo chiuso

z—b
e limitato [a, b] e quindi, dal Teorema di Weierstrass, esistono due costanti m < M talichem < f(z) < M
per ogni x € [a,b]. In particolare si ottiene che m < f(z) < M per ogni x € [a,b) e dunque che f(x) ¢
limitata in [a, b).
In alternativa, dalla definizione di limite lim f(x) = ¢ € IR si ottiene che esiste 0 € (0,b—a) tale che

r—b~
(—1<f(z)<l+1 Yze(-25D)

Essendo f(r) continua nell'intervallo chiuso e limitato [a,b — §], dal Teorema di Weierstrass, esistono
m < M tali che m < f(x) < M per ogni x € [a,b — 0]. Allora, posto M = max{M,{ + 1} e
m = min{m, ¢ — 1}, da quanto provato sopra otteniamo

m < f(z) <M, V€ la,b)

e dunque che f(z) ¢ limitata in [a, b).

E falsa. La funzione f(z) = 1 — z risulta continua in [0,1) con lim f(z) = 0 ma non ammette

r—1-

minimo in [0, 1) essendo f(z) > 0 per ogni z € [0,1) e iI[%)fn f(z)=0.
xe|0,

(4) E vera. Infatti,

lim log(ay) o log(§) +log(b,) log(3*)

1 = 1
n—to Tog(By)  n—tbe  log(by) n=to Tog(b) T

an : _ log(5*
Per ipotesi lim — = 1 mentre lim b, = 400, ne segue che lim 7g(b") = 0 e dunque che
n—-oo n—-4o00 n—+-00 10g(bn)

log(ay)
im =
n—-+co log(by,)

E falsa. Si considerino le due successioni positive e divergenti a, = 27mn e b, = 27n + 7. Allora per
n — 400 si ha a,, ~ b, mentre per ogni n € IN risulta sin(a,) = 0 e sin(b,) = 1, quindi sin(a,) ¢ sin(b,).



Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica
Seconda prova scritta di Analisi Matematica 1 del 15/12/2005

COGNOME NOME

MATRICOLA

Q 1
1) La successione a,, = n? (, /1+ — — cos ) ¢ divergente
n Vn

[a] per ogni a € IR @ per ogni o £ —1
per ogni a > 0, a # 1 @ nessuna delle precedenti

2) L’equazione logx = a(x — 1) con o € IR

[a] ha una sola soluzione per ogni a € IR @ non ha soluzione per ogni o < 0
ha due soluzioni per ogni a > 0 @ nessuna delle precedenti

3) La funzione f(z) = %" —2y/1+ 22 + 1, per  — 0 & un infinitesimo

[a] di ordine 2 @ di ordine superiore a 4
di ordine 4 @ nessuna delle precedenti
L e [Ty
‘integrale / —— dx
) & 0o e —gx—1
[a] converge per ogni a € IR @ converge per ogni o > ()
converge per ogni a # 1 @ nessuna delle precedenti
5) L e [ v d val
‘integrale / ———— dx vale
) & a2+ 2r+2

[a]log2 — 7 log /2
log V2 — 1 @ nessuna delle precedenti

6) Il raggio del cilindro circolare retto piu grande che puo essere inscritto in una sfera di raggio 1 ¢

V2 2
@ nessuna delle precedenti

[a]

Wik,



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta & la [b]. Infatti, dai limiti notevoli per n — 400 si ottiene

Q 1 o' 1 1 1 a+1 1
bp=y/14+——cos—==1+ — =14 — il -
+ cos\/ﬁ +2n+o(n) +2n+o(n) 5 +0(n)

quindi
an =n*b, = (a+ 1)n + o(n)
e se a # —1 la successione risulta divergente.
Dagli sviluppi di Taylor per x — 0 di v/1 + x e cosz, si ha inoltre che se « = —1 allora per n — +o00

1 1 1 1 1 1 1
by=1— — — — — 14+ — — il S =
2n  8n? + 2n  24n? + O(nz) 6m2 + O(n2)
e quindi
1
an = n*b, = % +o(1)

risulta convergente.

(2) La risposta esatta ¢ la [d] Consideriamo la funzione f(z) = logz — a(z — 1) e cerchiamone gli
zeri. Osserviamo innanzitutto che f(1) = 0 per ogni o € IR, quindi @ e falsa. La funzione & definita e

continua in (0, +00) con lir(r)l+ f(z) = —oo per ogni o € IR mentre
. +o0o sea <0

1 = -
x—l»rfoof(x) { —o0 sea >0

La funzione risulta inoltre derivabile in (0, +00) con
fl(x)==—a, Vz>0.

Se o < 0, allora f'(x) > 0 per ogni z > 0 e quindi f(x) risulta strettamente crescente in (0, +00).
Essendo inoltre lir(r)l+ f(z) = —oo mentre hr_{l f(z) = +o0, dal Teorema dei valori intermedi deduciamo

che f(x) ammette uno ed un solo zero.

Se invece av > 0, allora f'(z) > 0se < + e f'(x) < 0se z > +. Quindi f(z) risulta strettamente
crescente in (0, é), strettamente decrescente in (i, +o0) e x = i risulta un punto di massimo assoluto
per f(z) con f(1)=—loga+a—1.

Si osservi ora che essendo log x funzione concava e y = x — 1 retta tangente al grafico di logz in x =1,

per ogni a > 0 con v # 1 risulta f(1) > 0. Essendo lim f (x) = —o0, dal Teorema dei valori intermedi
z—0
otteniamo che f(z) ammette uno ed un solo zero in (0, 1) e analogalmente, essendo liIJP f(z) = —o0,
T— 100

sempre dal Teorema dei valori intermedi otteniamo che f(z) ammette uno ed un solo zero in (£, 4+00).
Quindi [a] & falsa.

Infine, per quanto osservato sopra, se o = 1 allora f(é) = f(1)=0e f(z) <0 per ogni z > 0, = # 1.
Quindi f(x) ammette uno ed un solo zero ed anche [c] ¢ falsa.



(3) La risposta esatta ¢ [c]. Infatti, ricordando che siny = y + o(y*) per y — 0, per z — 0 otteniamo

che

sinz® = 2% + o(z?)

Allora, essendo eV = 1 +y + % + o(y?) per y — 0, otteniamo

_— : L. .
e =1+ sinz® + 3 sin? 2% + o(sin® 2%) =

1 1
=1+ 2%+ o(z*) + 5(:62 +o(z*)? + o((z* + o(z*))?) = 1+ 2° + 5934 + o(z?)
Infine, essendo per y — 0, /1 +y =1+ %y — égf + o(y?), per x — 0 abbiamo
1 1
V14 a2 = 1+§x2 — §x4—|—0(x4)
quindi
sin 22 2 14 L, 1, 4 3 4 4

flz)=e —2Vl+a22+1=1+zx —1—5515 —2(1—1—595 s )+ 1+ o(x ):ix + o(z")

eord(f(z)) =4 per x — 0.

(4) La risposta esatta ¢ la @ Notiamo infatti che la funzione integranda risulta continua su (0, +00)
«

1 x
e dunque l'integrale risultera’ convergente se e solo se risultano tali gli integrali / - dz e

N N —x—1
/ Y
1 e —gp—1

Per x — 0 risulta €** = 1 + 2z + o(z) e quindi
x o 1

e —x—1 x4o(xr) al-o

[0}

1 x
Dal criterio del confronto asintotico segue allora che I'integrale / 1 dx converge se e solo se
0 e*? —x—

1 — o<1 ovvero a > 0.

x
Per © — +00, osserviamo che dal limite notevole lim — =0 per ogni [ € IR, risulta

r—+00 e

:ECI

2x 1 anrp
lim “—=*—= lim ——— =0
T—+00 — z—too 20 — p — ]
xP
per ogni a € IR, per ogni p > 1. Dal criterio del confronto asintotico concludiamo che l'integrale
6%

+oo T )

/ ———— dx converge per ogni o € IR.
1 e —x—1 . -

Quanto sopra mostra che l'integrale proposto & convergente per ogni o > 0.

(5) La risposta esatta & la [c]. Infatti, osservato che 22 + 2z +2 = (z +1)? 4+ 1 > 0 per ogni = € IR si
ha che

/ T g — & / 20 + 2 / 1 dr
24+ 22+ 2 2 x2+2a:—|—2 x2 4+ 2z +2
log(a? + 22 + 2) / L
:,0 x x - | —————— dz
2 %8 (z+1)2+1

1
=3 log(z?® 4 2z + 2) — arctan(z + 1) + ¢



Allora

0 s

1
~ “log2 —
2 %8° T

0 1
/ T = 5 log(x® + 2z + 2) — arctan(z + 1)

122422+ 2 -1

(6) La risposta esatta ¢ la[a] Infatti, detta 2h laltezza del cilindro e r il suo raggio, essendo il cilindro
retto inscritto nella sfera di raggio 1, si ha che h? + %2 = 1. Allora, essendo il volume del cilindro pari
a'V = 2hnr? = 2n(h — h?), il cilindro pit grande inscritto in una sfera di raggio 1 avra’ altezza 2hy
dove hg ¢ il massimo della funzione f(h) = h — h3 nell'intervallo (0, 1). Risulta f'(h) = 1 — 3h* e quindi

f'(h) > 0 se e solo se h < % Allora hy = % ed il raggio cercato & rg = (/1 — hi = \/g



Corsi di Laurea in Ingegneria Biomedica ed Ingegneria Elettronica
Prima prova scritta di Analisi Matematica I. 10/01/2006

COGNOME NOME
MATRICOLA

(1) Dare la definizione di funzione continua in un punto. Classificare i tipi di discontinuita fornendo
degli esempi.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di Rolle.

(3) Sia f: (0,400) — IR derivabile. Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se & vera o falsa.

A. f e integrabile su ogni intervallo [a,b] C (0, +00). | Vero| |Falso|
B. f & integrabile in senso improprio su (0, 400). ’Vero\ ’Falso\
C. F(x)=[{ f(t)dt ammette derivata seconda su (0, +00). |Vero| |Falso|

(4) Siano f, g : (a,b) — IR, x¢ € (a,b), lim,_,, f(z) = e lim, ., g(x) = lo. Provare di ciascuna delle
seguenti affermazioni se ¢ vera o falsa.

A. Se Iy > I, allora esiste un intervallo I C (a,b) tale che f(x) > g(x) per ogni x € I\ {zo}.

B. Se l; = Iy allora f(zo) = g(zo). |Vero| |Falso]




Corsi di Laurea in Ingegneria Biomedica ed Ingegneria Elettronica
Seconda prova scritta di Analisi Matematica I. 13/01/2006

COGNOME NOME

MATRICOLA

. n
1) La successione (")2 per n — 400

[a] ha limite e @ ha limite €?
ha limite e? [d] nessuna delle precedenti
sin(x)—x
: —— > —1 0
2) Se a > 0 la funzione f(x) = { o(os(i+a)=2) v crs
3 z=0

[a] & derivabile su (—1, +00) (b non & continua in z = 0

x =0 & un punto angoloso @ nessuna delle precedenti
3) L’equazione x? + cos(z) = 2

[a] ammette una sola soluzione @ ammette due soluzioni

non ammette soluzioni @ nessuna delle precedenti

4) La funzione f(z) = (sin(x) — cos(x)) cos(2z), per # — 7 ¢ un infinitesimo

[a] di ordine 1 @ di ordine 3
di ordine 2 [d] nessuna delle precedenti

1
5) L’integrale / arcsin®(z) dz vale
0

@5 -2 bl g -2

Zlog2 -2 nessuna delle precedenti
2 2 p
) +o0 1+ a2
6) L’integrale / dx
o log(1+ z2) 4 23«
[a] converge per ogni a € ((1)7 1) @ converge per ogni v € (0, 1)
converge per ogni a € (3,1) @ nessuna delle precedenti



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA MECCANICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 09/01/2006

(1) Fornire la definizione di funzione integrabile secondo Riemann.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di caratterizzazione delle funzioni costanti.

+oo
(3) Sia f(z) funzione continua e positiva in [1,+00) tale che / f(z)dx risulti convergente. Data g(x)
1

continua, positiva e limitata in [1,400), provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

+oo

A. /1 f(z)g(x) dx converge |Vero| [Falso|
MG dz converge ]Vero\ ’Falso‘
1 g(@)

(4) Sia f(z) una funzione continua in IR tale che lim f (x) = ¢ € IR. Provare di ciascuna delle seguenti

affermazioni se ¢ vera o falsa.

A. f(x) ¢ limitata in R. |Vero| |Falso|

B. f(z) ammette minimo in IR. [Vero| |Falso]




SOLUZIONE

Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E vera. Infatti, essendo g(z) positiva e limitata in [1, +00), esiste M > 0 tale che 0 < g(z) < M
per ogni = € [1,400). Quindi la funzione f(z)g(x) ¢ continua in [1,400) e verifica

0< f(x)g(x) < Mf(x) Vze][l,+o0)

+oo
Allora, essendo per ipotesi / f(x) dx convergente, dal criterio del confronto si ottiene che anche
1

/ f(x ) dx converge.

Alcune osservazioni su errori frequenti. Non & vero che essendo g(z) continua, positiva e limitata in
[1,400), g(z) risulta integrabile in senso improprio in [1,400) (si pensi alla funzione costante g(x) = 1).

+oo +oo +oo
Non ¢ vero che se / f(z) dze / g(x) dx risultano convergenti allora anche / f(x)g(x) dx risulta
1 1 1

convergente.

E falsa. Si considerino le funzioni f(z) = Seglx)=

8=

+o0
. Allora / f(z) dx converge, g(x) risulta
1

+o0 1
continua, positiva e limitata in [1,4+00) ma / (; dr = / — dx diverge.
1 1

(4) E vera. Dalla definizione di limite lim f (x) = ¢ € IR si ottiene che esiste L > 0 tale che

(—1< flx)<l+1 Vz|>L

Essendo f(z) continua nell'intervallo chiuso e limitato [—L, L], dal Teorema di Weierstrass, esistono m <
M tali che m < f(z) < M per ogni x € [—L, L]. Allora, posto M = max{M,{+1} e m = min{m, {—1},
da quanto provato sopra otteniamo

m< fz) <M, VrelR

e dunque che f(x) e limitata in IR.

E falsa. Si consideri ad esempio la funzione f(z) = —5. Tale funzione risulta continua in IR con

14z
lim f(z) =0 ma non ammette minimo in IR.
r—=+o00



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA MECCANICA
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 11/01/2006

1 n
1) La successione a,, = (1 - 2)
n
[a] converge a 0 @ converge a 1
diverge @ nessuna delle precedenti

2) L'equazione log(z + 1) = 2° + a con a € IR ammette un’unica soluzione

[a] per nessun a € IR @ per un unico o € IR
per ogni o > 0 @ nessuna delle precedenti
V1—a2 —cosz
3) Per z — 0" la funzione f(x) = ¢ un infinitesimo
x()[
[a] per ogni o > 4 @pera:2
per ogni o > 0 @ nessuna delle precedenti

z41
4) La funzione f(x)= { 1e12 ¢ L i 8 nel punto x = 0
se x <

[a] € continua per ogni o € IR @ ¢ derivabile per ogni o > 1
¢ continua ma non derivabile per ogni a > 0 @ nessuna delle precedenti

V8 Va2 41

5) L’integrale / dx vale
V3 x
[a]1+log3 [b]1+1og2
1+ §log3 nessuna delle precedenti
2 2
+oo
6) L’integrale / VT dx
0o ew—x—1
[a] converge per ogni a € IR converge per ogni o > 0

converge per ogni a > 0, a # 1 @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta & la [b]. Infatti, osservato che

a, = enlog(lfn%)
dai limiti notevoli per n — 400 si ottiene
1 1
nlog(l— —=)~———0
gl —5)~—

e quindi a,, — 1.
In alternativa, si osservi che dal limite notevole (1 4+ *)** — e® per ogni a € IR, x,, — +00, si ottiene

1 1 1 1
n=1=-=)"=1=-)"1+-)" >e--=1
@ =(1= )" =(1= )"+ )" —e -

bn b

Si poteva infine procedere utilizzando il limite notevole a* — a°, se a,, — a > 0e b, — b € IR, nel

seguente modo

2
essendo (1 — =45)™ — % mentre £ — 0.
n e n

(2) La risposta esatta & la[b|. Consideriamo la funzione f(z) = log(z+1)— 22 e studiamone I'immagine.

Osserviamo innanzitutto che la funzione ¢ definita e continua in (—1, +00) con lim f (x) = —oo mentre
rz——1
log(z + 1)
- _h go8\ T 1)

La funzione risulta inoltre derivabile in (—1,+00) con

1 202 +2r —1
! = - 2= V> -—1.

Essendo  + 1 > 0 per ogni z € (—1,+00), avremo f'(z) > 0 se e solo se 22% + 2z — 1 < 0. Si ottiene
allora che f'(z) >0 per —1 <z < _1%\/5 e f'(x) <0 per 7_“2”/5 < x.

—14+/3

), strettamente decrescente in (’1%‘/3, +00)

Ne segue che f(x) risulta strettamente crescente in (—1,

e che zp = _1%*/5 ¢ punto di massimo assoluto per f(z).

Utilizzando il Teorema dei valori intermedi, dai risultati provati sopra otteniamo allora che I’equazione
f(z) = a ammette una sola soluzione per a« = oy = f(z), ammette due soluzioni per ogni a < «aq e
nessuna soluzione per a > ay.



(3) La risposta esatta & |b|. Infatti, ricordando che cosz = 1 — %2 +o(x?) eche /1 —22=1— % +o(z?)

per x — 0, otteniamo che
V1 — 22 — cosx = o(x?)

e quindi che per a = 2 si ha che la funzione ¢ un infinitesimo essendo

VI—a2 — 2
f(z) = :1:2 cosxzo(xz)_)O per x — 0.
x x

Precisamente, ricordando che cosz =1 — % + % +o(x?) eche V1 — 22 =1- ‘%2 — % + o(z*) per x — 0,

si ottiene che )
V1—122—cosz = —61‘4 + o(z?)

e dunque che per z — 0 si ha

se e solo se a < 4.

(4) La risposta esatta & la [d]. Infatti risulta lirél_ f(z) =1= f(0) mentre

2o 1] {1 sea >0

a:li%l“' f(l') - :L‘li%l“' 612 - 2 se =0
+o00 sea <0

Quindi f(z) risulta continua in z = 0 se e solo se @ > 0 e ¢ falsa. Riguardo alla derivabilita,
osserviamo innanzitutto che la funzione non risulta derivabile in z = 0 per ogni @ < 0 non essendo in
tal caso continua. Per o > 0 abbiamo che f(z) risulta derivabile in ogni x # 0 con

az® 1 —(z*+1)2x

f,(l'):{ef2 sex >0

0 se v <0
e quindi che lim f'(z) =0 = f’(0) mentre

z—0~

1 sea=1
+o0o sel<ax<l

lim f'(z) = lim . =

0 sea >1
z—0t z—0t er
0 sea>1

4 — ! . g,
1 seaq—=1"12 f4(0) = f"(0) solo se a > 1. Qumdl@e

Ne segue che per ogni o > 1 esiste f’(0) = {
sono false.

(5) La risposta esatta ¢ la [c] Infatti, operando la sostituzione ¢t = vz2+ 1 (e quindi z = Vt2 —1 e
dx = \/%dt) si ottiene

V8 22+ 1 542 151 501
[ = [P =gy ([ A [ )
V3 x 2 t2—1 272 t—1 2 t+1

1

1 1 3
=1+ E[log(t— 1) —log(t+1)3=1+ §(log3—log4+log2) =1+ ilOgi



(6) La risposta esatta ¢ la [c]. Notiamo infatti che la funzione integranda risulta continua in (0, +o00)

e dunque l'integrale risultera’ convergente se e solo se risultano tali gli integrali
+o0 T
/ L dx
1 e —x—1
Per x — 0 risulta e*® =1+ ax +

0 e —gx—1

a?a?
2

NI 1
\/E _ \/E ~ J (a=Dlz — (a-1)Vz se a % 1
(22)

+ o(z?) e quindi

6ax—x—1_(a—1)x+°‘22“2+0 2\?:9332/2 sea=1

xT

Ve

Dal criterio del confronto asintotico segue allora che l'integrale —
0 e¥r —x —

a # 1 e diverge per a = 1.
Per x — 400, osserviamo che per a < 0 risulta

Vv 1

err —gx—1 NI
NG

+o0
e quindi, per il criterio del confronto asintotico, l'integrale / - 7 dx diverge.
1 e

xr __ xr —
. . . oaf . .
Se invece o > 0, dal limite notevole 1115{1 — =0 per ogni § € R, a > 0 risulta
r—400 e

VT 1ip

. AL _ . xQ

lim % = lim — =0

T—+00 = T—+00 T — g — 1

X

per ogni p > 1.
NG

+o00
Dal criterio del confronto asintotico si deduce allora che l'integrale / —
1 e —gx—

solo se a > 0.
Quanto sopra mostra che I'integrale proposto ¢ convergente per ogni a > 0 con « # 1.

1 \/E g

Xz

e

dx converge per ogni

dx converge se e



Corsi di Laurea in Ingegneria Biomedica ed Elettronica
Prima prova scritta di Analisi Matematica 1 del 21/03/2006

COGNOME NOME
MATRICOLA

1) Illustrare la definizione di funzione derivabile in un punto = € IR. Definire inoltre, fornendo anche
degli esempi, il caso in cui la funzione risultando continua in zg, presenti in z( rispettivamente un punto
angoloso, una cuspide o un punto a tangente verticale. Mostrare infine con un esempio che esistono punti
di non derivabilita di tipo diverso da quelli sopra introdotti.

2) Enunciare e dimostrare il Teorema Fondamentale del calcolo Integrale. Dedurre la Formula Fon-
damentale del calcolo Integrale.

3) Siano f,g,h : (a,b) — IR tali che g(z) < f(z) < h(z) per ogni x € (a,b) con g, h derivabili in
xo € (a,b). Provare o confutare le seguenti affermazioni
A. Se g(zg) = h(xg) allora f ¢ continua in x. Vero| |Falso

Falso

B. Se ¢/(x¢) = h'(xp) allora f & derivabile in x. Vero

4) Sia f : [1,400) — IR strettamente decrescente e positiva. Provare o confutare le seguenti affer-
mazioni

A. Esiste lim, ., f(x) € RR.
B. f integrabile in senso improprio su [1, 400).



COGNOME
MATRICOLA

Corsi di Laurea in Ingegneria Biomedica ed Ingegneria Elettronica
Seconda prova scritta di Analisi Matematica I. 24/03/2006

NOME

2
27’1

1) La successione a,, = — pern — 400
n!

[a] ¢ irregolare
¢ infinitesima

(22 —-1)? <1

E e divergente
@ nessuna delle precedenti

2) La funzione f(x)= { 1 ¥ nel punto x =1

[a] ¢ derivabile
ha un punto angoloso

3) La disequazione e*" ! > 2z — 1

[a] ¢ verificata per ogni z € IR
¢ verificata solo se x > 1

4) La funzione f(z)= (z+ 1)61%1

[a] non ha un asintoto obliquo
non ha né massimi né¢ minimi relativi

oo ] 1
5) L’integrale / —; arctan(—) dz vale
1 T

+o0o
6) L’integrale / (" — 1) ((1 +2)* — 2%) do
1

[a] converge per ogni o € (0,1)
converge per ogni o < 1

@ non e continua
@ nessuna delle precedenti

@ ¢ verificata solo se x <1
@ nessuna delle precedenti

E ¢ convessa
@ nessuna delle precedenti

_1
1
essuna delle precedenti

[b]
[d]

B ol

@ converge per ogni o > ()
nessuna delle precedenti



ANALIST MATEMATICA 1
PRIMA PROVA SCRITTA DEL 20/03/2006

(1) Fornire la definizione di integrale improprio su intervalli illimitati ed enunciare il criterio del confronto
per tali integrali.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di Rolle.

(3) Sia f(x) una funzione limitata in [0, 1]. Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera o
falsa.

A. f(z) ¢ integrabile in [0, 1] | Vero| |Falso|
B. f(z) ammette minimo in [0, 1] [Vero| |Falso]
C. la successione a, = f(+) & convergente | Vero| |Falso|
(4) Sia f(z) funzione derivabile in xy = 0. Posto g(z) = |f(x)|, provare di ciascuna delle seguenti

affermazioni se & vera o falsa.

A. g(x) e continua in zp =0 [Vero| |Falso]

B. g(z) non & derivabile in zy =0 | Vero| |Falso|




SOLUZIONE

Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E falsa, si pensi alla funzione di Dirichlet

1 sex e
D(””):{o sex € R\ Q

funzione limitata ma non integrabile in [0, 1].

E falsa. Ad esempio la funzione

1 sex=0
r sex € (0,1]

fla) = {

¢ limitata ma non ammette minimo essendo inf,¢1) = 0 ma f(x) > 0 per ogni x € [0, 1].
E falsa. Si consideri ad esempio la funzione limitata

1 sex =10
f(x):{sin;x se xz € (0,1]
Allora la successione 1 0 . .
YR S se n € pari
n = f(n> N 81n(2n) { +1 sen ¢ dispari

¢ limitata ma non ammette limite per n — +o0.

(4) E vera. Infatti, essendo f(z) derivabile in zo, f(x) risulteray continua in . Inoltre essendo la
funzione |x| funzione continua in IR, otteniamo che la funzione composta g(z) = | f(x)| risulta anch’essa
continua in x.

E falsa. Considerata ad esempio la funzione f(z) = 22, derivabile in 2 = 0, si ha che g(z) = |f(z)| =
22 & derivabile in 2y = 0.



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 23/03/2006

5111(7)

1) La successione a, = T diverge a —oo
(Vn+n® —/n)
[a] per ogni av < 0 @ per ogni a < —1
per nessun o € IR @ nessuna delle precedenti

2) La funzione f(z) = = + log(1 — )

[a] ammette asintoto obliquo @ ammette due zeri
¢ monotona crescente @ nessuna delle precedenti
z—log(l4+x) 1
3) La funzione f(z) = a? 2 5T >0% continua nel punto z =0
« sex <0
[a] per a =0 @per nessun o € IR
per a = é @ nessuna delle precedenti
+o0 log
4) L’integrale improprio / ——————dx
) g proprio | oy 2
[a] diverge per ogni o < 0 @ diverge per ogni a > 0
converge per ogni a > —1 @ nessuna delle precedenti

5) La somma di due numeri non negativi & n. Il valore massimo della somma dei loro quadrati e

2
ol 5

% @ nessuna delle precedenti

+oo 1
6) L’integrale / ——— dx vale
0o e*(e*+1)

[a]1 @ +00
log2 -1 @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la @ Ricordando che sinz = x — %3 + o(z?) per x — 0, per n — +oo risulta

1 1 1

sm(ﬁ) ~ N

da cui
1 1 1 1
N el (Wt — i) | Gn (VIrme - 1)
Se a > 1 allora
1 1
fn et et -0

essendo o+ 3 > 0. Se a = 1, allora

U S S

6n?(V2-1)

Infine, se a < 1, essendo n® ! — 0 per n — +oo, dal limite notevole /1 +x — 1 ~ %x per x — 0,
otteniamo

0 sel>a>—1
a”N_612¢121:_3r11+1 {—é se o= —1
nen n -0 sea< —1

In alternativa si poteva procedere nel seguente modo

1 1 L (Vn+n®++n)  (Vn+n®++/n)

6ns (Vn+no —/n) 6n2 n 6not2

Ay ™~

Se a < 1 allora

a — — —= = —
n 6no+s ~ T Gnatt 3 ea !
—o0 sea< —1

Va(VT+neT41) 9 _}{01 sel>a>-—1

se o = 1 allora

V(2D V241

™ 6nits 6n? 0
mentre se o > 1 allora
n2(v/nl=e + 1 +/nl-o) 1
Qp ~ — 3 ~ = 52— a3 — U
6noT2 6neT22 6n 2

essendo o + 3 > 0.

(2) La risposta esatta & la [d] f(z) & definita e continua in (—oo, 1) con

lim f(z)= lim .r(l—i—w):—oo e lim f(z)=—o0

Tr——00 T——0Q €T r—1—

La funzione non ammette asintoto obliquo per x — —oo essendo

log(1 —
lim fo) _ lim 1+M:1 e lim f(z) —x= lim log(l—xz)= —o0

rT——00 I T——00 T T——00



quindi [a] ¢ falsa Osserviamo poi che la funzione ¢ derivabile in (—o0, 1) con

T
/ :1— _=
f(x) - x_1>0<:>x<0

Ne segue che f(z) e strettamente crescente in (—o0,0) e strettamente decrescente in (0,1) ( quindi [c] e
falsa) e che x = 0 & punto di massimo assoluto per f(z) con f(0) = 0. Allora la funzione ammette uno
ed un solo zero e @ e falsa.

3) La risposta esatta e |d| Infatti, ricordando che per x — 0, log(1+x) =z — 242 4 o(a? , si ottiene
2 T3

. x—log(l+x) 1 . - 4o(a®) 1 o101 1
lim i
0+ 3 2x -0+ 3 20 z—0t2x 3

Quindi la funzione data risulta continua se e solo se a = —=.

W=

(4) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, se @ > 0 per z — 400 abbiamo

log log x 1
fa(l’) - 3 o T2 @y 2
z2log(l+z%)  x2?log(z®) ax
+oo )
e quindi, dal criterio del confronto asintotico, fa(x)dz converge. Se v = 0, allora fo(z) = 5 e
1
si ha che |
xr——400 32 xr——400 T2 log 2

“+o0o
e quindi, dal criterio del confronto asintotico, / fo(z)dz converge. Infine, se v < 0, essendo z* — 0
1

per  — +oo e ricordando che log(1 4 y) ~ y per y — 0, otteniamo

B log x log
o2 log(1 + x2) r2ta

Jal)

quindi

lim i
T——+00 —_
X

Ja(®) lim log x _{0 sep<a+2

T 2o g2ta—p | 400 sep>a+2

Se a > —1, allora esistera p € (1, 4 2) ed il primo dei limiti sopra ci permette di concludere che in tal

+oo
caso / fa(z)dx converge. Se invece v < —1 allora esistera p € [a + 2, 1] ed il secondo limite sopra ci
1

+oo
permette di concludere che in tal caso / fo(z)dz diverge.
1

Riunendo quanto ottenuto sopra si ha che l'integrale improprio converge per ogni o > —1 e diverge per
ogni a < —1.

(5) La risposta esatta ¢ la [a]. Si vuole trovare il massimo della somma z? + y? al variare di z > 0
ey > 0 tali che x +y = n. Allora dovra essere y = n — x e cercheremo il massimo della funzione
f(x) =2%+ (n —x)* = 22% — 2nz + n? al variare di x € [0, n.

Essendo f(x) continua in [0,n], dal Teorema di Weierstrass tale massimo esiste. Abbiamo che f(x)
risulta derivabile in (0,n) con f'(x) = 42 — 2n = 2(22 —n). Avremo allora che f(x) risulta strettamente

decrescente in [0, 7], strettamente crescente in [%,n] e che x = § ¢ punto di minimo assoluto per f(z) in



[0,n] con f(5) = "7 1 punto di massimo assoluto di f(x) sara allora un estremo dell'intervallo [0, n].
Poiche f(0) = f(n) = n? i punti x = 0 e z = n sono entrambi punti di massimo assoluto per f(z) in
[0, 1] con valore massimo n?.

(6) La risposta esatta ¢ la @ Operando la sostituzione ¢ = e, da cui x = logt e dx = %, si ottiene
/ / / ——dt ! log |t| + log |t + 1] +
- = =———1lo o c
el’eerl t2t+1 t2 t+1 t & &
t+1 1 e’ +1
:—¥+log|7|+c———+log +c
Allora

Fo0 1 b 1 1 eb—|— 1
———dr = i ———dr = lim —— +1 1—log2=1-—1log2
b et = [ eyt = i los T 1 - o2 =1 - log



Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica Biomedica e Meccanica
Prima prova scritta di Analisi Matematica 1 del 11/04/2006

COGNOME NOME
MATRICOLA

(1) Fornire la definizione di massimo relativo per una funzione. Fornire una condizione necessaria e una
condizione sufficiente all’esistenza di un tale massimo.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di integrabilita delle funzioni monotone.

(3) Siano (ay,) e (by), (c,) tre successioni reali tali che a,, < b, < ¢, per ogni n € IN. Provare di ciascuna
delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A. se (ay) e (c,) sono regolari allora (b,) e regolare. | Vero| |Falso|

B. se (a,) e (¢,) sono limitate allora (b,) ¢ limitata. [Vero| |Falso]

(4) Siano f(z), g(x) e h(z) funzioni definite in (0, +o00) tali che xlirfoof(x) = xlirfoog(a:) = mlirfoo h(z) =

0. Supposto che f(z) = o(h(z)) e g(x) = o(h(x)) per x — 400, provare di ciascuna delle seguenti
affermazioni se e vera o falsa.

A. esiste M > 0 tale che f(x)+ g(x) < h(z) per ogni x > M [Vero| |Falso]

B. f(z) ~ g(x) per x — x. |Vero| | Falso|




SOLUZIONE

Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.
(3) E falsa, basta pensare alle successioni a,, = —1, b, = (=1)" e ¢, = 1.

E vera. Infatti essendo (a,) e (¢,) limitate, esistono M,, M, € IR tali che |a,| < M, e |¢,| < M, per
ogni n € IN. Si ottiene allora che —M, < a, < b, < ¢, < M, per ogni n € IN e quindi che (b,) risulta
limitata.

(4) E vera. Infatti, essendo per ipotesi

1@l
M) T e by

dalla definizione di limite, preso € = % esistono My, My > 0 tali che % < % per ogni x > M e % < %
per ogni x > M,. Allora, posto M = max{M;, My}, per ogni x > M si avra’ % + % < 1 e dunque

f(x) + g(x) < h(z).

E falsa. E’ sufficiente considerare ad esempio le funzioni f(z) = 5, 9(z) =5 eh(z) =1.



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 20/04 /2006

2n
} n
1) La successione a, = —-
en!
[a] converge a 0 E diverge a +00
converge a 1 @ nessuna delle precedenti

2) La funzione f(x) = z(logz — x)

[a] ammette asintoto obliquo @ ha per immagine (—o0, 0)
¢ monotona crescente @ nessuna delle precedenti

3) La funzione f(x) = e?*"® — /T + 4z per z — 0 ¢ un infinitesimo di ordine

[a]1 [bl4
2 @ nessuna delle precedenti

1) Uintespale improprio [ 1= 21
integrale improprio | ———— dx
& PROPEO Jy z*log(1 + x)

[a] diverge per ogni o < 0 @ converge per ogni o < 2
converge per ogni o > 1 @ nessuna delle precedenti

5) Tra le aree di tutti i triangoli isosceli inscritti in una circonferenza di raggio 1, quella massima e

[a]3 b]v3
V2 @ nessuna delle precedenti

3 1 — si
6) L’integrale / *cosx 7#“ dx vale
0 1+sinz

b1

2
1-— @ nessuna delle precedenti

1
3

[a]



SOLUZIONE
(1) La risposta esatta ¢ la [a] Infatti, essendo

1

e(n+1)l—n!

Unpr (N A+ 1)2n+2 en! B 1, 5
a, - n2n eln+)! (1 + ﬁ> (n + 1)

220 4 12—

= (1
(1+ on enin

ant1l ., o2 (n+1)?
a

enln*

per n — 400, dal limite notevole (14 )% — e per ogni a € IR e x,, — +00, si ottiene
Essendo infine

n

2 2
en!n entl

e, dalla gerarchia degli infiniti, (Z:ff — 0, dal criterio del confronto deduciamo che “** — 0 e quindi,

dal criterio del rapporto, che a,, — 0.
In alternativa si poteva procedere direttamente osservando che

62nlogn 1
n = en!  enl—2nlogn
e che n! — 2nlogn = n!(1 — Q"Lﬂ) — 400 essendo, per la gerarchia degli infiniti "1% — 0.

(2) La risposta esatta ¢ la . f(zx) & definita e continua in (0, +00) con

lim f(z) = lim z*( —1)=—-00 e lim f(zx)=0

T—+00 T—+00 X z—0t

Osserviamo poi che la funzione ¢ derivabile in (0, +00) con
fz)=logz+1—-2r<—-2<0 Vr>0

essendo log x funzione strettamente concava in (0, +00) e y = x — 1 retta tangente al grafico di log z nel
punto x = 1. Ne segue che f(z) e strettamente decrescente in (0, +00) e quindi che

sup f(z) = lim f(x) =0 e inf f(z)= lim f(z)=—00

>0 x—0+t x>0 T——00

Dal Teorema dei valori intermedi si deduce allora che f(z) ha per immagine la semiretta (—oo,0).
(3) La risposta esatta ¢ [c]. Infatti, ricordando che per y — 0, ¢V =1+ y + % + o(y?), e che per z — 0
sinz = x + o(x?), si ottiene

4sin®

e?SnT — 1 4 2sinx + +o(sin?x) = 1+ 2(x + o(z?)) + 2(x + o(z?))? + o((x + o(2?))?)
=1+ 22 + 22% + o(z?)

Ricordando inoltre che, per y — 0, /T +y =14 5y — 5y° + o(y?), si ottiene

1 1
Vi4+dr =1+ 5(4x) - §(16m2) +o(z%) = 1 + 2z — 22% + o(2?)

Quindi, per x — 0 risulta f(x) = 422 + o(2?) e dunque che f(z) ¢ un infinitesimo di ordine 2.



(4) La risposta esatta ¢ la @ Infatti, ricordando che per x — 0 risulta 1 — cosx ~ % elog(l+z)~x

si ottiene ) .
T
fOt (I‘) ~J g

2%y 2zl

1
e quindi, dal criterio del confronto asintotico, / fa(x)dx converge se e solo se « — 1 < 1 ovvero se e solo
0

se o < 2.

(5) La risposta esatta ¢ la @ Poniamo h 'altezza del triangolo e b la sua base. Posto x = 1 —h, essendo
il triangolo isoscele inscritto nella circonferenza di raggio 1, risulta € [—1,1] e (3)2 + 2% = 1. Si ottiene

allora che b = 2v/1 — 2?2 e cercheremo il massimo della funzione area A(z) = (1 + x)v/1 — 22 al variare
dizel-1,1]

Essendo A(x) continua in [—1, 1], dal Teorema di Weierstrass tale massimo esiste. Abbiamo che A(z)
risulta derivabile in (—1,1) con

212 -1 1
A’(x):—m>0<:>:ce(—1,2)

V1—a22

Avremo allora che f(x) risulta strettamente crescente in [—1, 1], strettamente decrescente in [3, 1] e
che z = 1 & punto di massimo assoluto per A(z) in [—1, 1] con area massima A(3) = 3%4/5. Si osservi che
il triangolo di area massima @ il triangolo equilatero di lato b = /3.

(6) La risposta esatta ¢ la [a] Operando la sostituzione ¢ = sinz, da cui dt = cosx dz, si ottiene

/’5 1—sinxd /1 1_tdt / 1—¢ it
cosz|| ————dr = (| ———dt =
0 1+ sinzx o V1+t \/1—t2
1
:{arcsint—kvl—t?]ozg—l

In alternativa si poteva procedere direttamente nel seguente modo

% 1—smx 1 —sinz
CcoS T dr = [ cosg————=_ Tats dx
1+sinz V1 —sin?z

:/il—sinxdx:[x+cosx]§:g—l
0



CORSI DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ELETTRONICA E MECCANICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 20/06/2006

(1) Fornire la definizione ed un esempio di insieme superiormente limitato, di insieme inferiormente
limitato e di insieme limitato.

(2) Enunciare e dimostrare il criterio di monotonia per funzioni derivabili.

(3) Sia f(z) una funzione continua in [—1,1]. Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera
o falsa.

A. f(x) e derivabile in ogni zo € (—1,1) |Vero| |Falso]
B. f(x) ¢ limitata in [—1, 1] [Vero|  |Falso]
C. la successione a, = f(+) ¢ convergente | Vero| |Falso|

(4) Sia f(z) funzione derivabile e convessa in IR. Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢
vera o falsa.

A. f(z) ¢ monotona in IR |Vero| [Falso|

B. esiste lim f(x) [Vero| | Falso]

T——+00




SOLUZIONE

Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E falsa, basta considerare la funzione f(z) = ||, continua in [—1, 1] ma non derivabile in 2, = 0.

E vera. Essendo la funzione continua nell'intervallo chiuso e limitato [—1,1], dal Teorema di Weier-
strass, esistono x1, xs € [—1,1] punti di massimo e di minimo per f(z) in [—1,1]. Posto m = f(z1) e
M = f(z2), risulta allora m < f(z) < M per ogni x € [—1,1] e quindi f(z) limitata in [—1,1].

E vera. Essendo la funzione continua nel punto 2o = 0, dalla definizione di funzione continua e
dal Teorema “ponte” tra i limiti di funzione e di successione, si ha che liIJ]rn f(zn) = f(0) per ogni
n—-Too

successione z,, — 0 per n — +o00. In particolare, essendo % — 0 per n — 400, avremo che esiste

lim_f(L) = f(0).

n——+0o0

(4) E falsa, ad esempio la funzione f(z) = 2% & convessa ma non monotona in IR.

E vera. Infatti, dalla definizione di funzione convessa, per ogni xg € IR si ha che
f(x) > f(xo) + f'(z0)(x — xo) per ognix € R

Se esiste g € IR tale che f’(xy) > 0, dalla precedente diseguaglianza e dal Teorema del confronto,
essendo lirll f(zo) + f'(xo)(x — x9) = +00 otteniamo che esiste liril f(z) = +o0. Se invece f'(xg) <0

per ogni z € IR avremo che f(z) risulta decrescente in IR e quindi esistera 1ir+n flz) = i%f f(z).



Corsi di Laurea in Ingegneria Meccanica, Elettronica e Biomedica
Seconda prova scritta di Analisi Matematica 1 del 23/06/2006

COGNOME NOME
MATRICOLA
COGNOME
n® __ 1
1) La successione a,, = (\/1€T 1 per n — o0 diverge a 400
n® —
[a] per ogn_i ac R @ per nessun o € IR
per ogni o < 0 @ nessuna delle precedenti

2) La funzione f(z) = ™% — \/1 + 2z per x — 0 ha ordine di infinitesimo

[a]1 [b]2

3 @ nessuna delle precedenti
. I —arctan® sexz >0
= 2 T —
3) La funzione f(x) { dor _gmor " o p <0 nel punto zp =0
[a] € continua per ogni o € IR @ non ¢ derivabile per ogni a > 0
¢ derivabile per ogni o > 0 @ nessuna delle precedenti
er —1

+oo
4) L’integrale improprio /1 2log(1 + 29 dx

[a] diverge per ogni a € IR @ converge per ogni —2 < a < 0
converge per ogni a > —2 @ nessuna delle precedenti

5) L’equazione 2log 7z — b arctan z = o ammette esattamente due soluzioni

[a] per ogni a € IR @per un solo a € IR
per nessun « € IR @ nessuna delle precedenti

1
6) L’integrale / z* arctan x dx vale
0

[a] log 2 b 4(log2 —1)
é(% —1+41og2) @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la @ Infatti se o < 0, essendo n® — 0, dai limiti notevoli per n — +oo si

ottiene
na
TLT

2

Ay, ~ =2

Quindi se a < 0, a,, — 2 per n — 400 e [a]e[c]sono false. Se a > 0 allora

no

e
Ay ~~ =
nz

Dalla gerarchia degli infiniti si ottiene allora che se a > 0 allora a,, — 400 per n — +o0 e |b| e falsa.

(2) La risposta esatta ¢ la [b|. Infatti, ricordando che sinz = z + o(z2) per & — 0 e che ¢V =
1+y+ % + o(y?) per y — 0 otteniamo che

e =1 4 sinx + ;sin2 r + o(sin®z) =
=1+z+o(z%) + ;(x +o(z?))* +o((x+o(z*)?) =1+ + ;xz + o(z?)
Infine, essendo per y — 0, I +y =14 3y — 5y° + o(y?), per & — 0 abbiamo
Vit2r=1+z— ;(237)2+0(x2) =14z— ;:p2+0(x2)

quindi
f(z) =" — 1 +224+1 =2+ o(z?)
eord(f(z)) =2 per x — 0.

(3) La risposta esatta & @ Infatti, per la continuita in xq = 0, si ha che

- o 0 sea>0

lim f(z)= lim — —arctan— =42 sea =0
z—0t z—0t+ 2 T 2

T sea<0

mentre lim f(x) = lim e* —e ** =0 = f(0) per ogni o € IR. Quindi f(x) risulta continua se e solo

z—0~ z—0~

se « > 0 e [a] ¢ falsa. Riguardo alla derivabilita, osserviamo che la funzione risulta derivabile in ogni

x # 0 con
sex >0

’ _ ] a7z
F'(@) {a(e‘m +e ) sex <0

Risulta allora che f(x) ammette derivata destra e sinistra in = 0 con f}(0) = lirélJr f(z) = al e
T— (07
f1(0) = lir(r)l f'(z) = 2a. La funzione risultera derivabile in z = 0 se o > 0 (per quanto sopra) e 1 = 2a,
r—U~

ovvero se e solo se a = % Quindi @ e [c¢|sono false.
(4) Le risposte esatte sono la [b] e la [¢]. Notiamo infatti che posto

«@
ez — 1

fa(x) = m,



+oo
si ha f,(z) =0 se a =0 e quindi / fa(x) dx converge per oo = 0.
1

Se o # 0, per x — 400 dai limiti notevoli e dalle proprieta dei logaritmi, risulta

o a xta se a < 0
ez — 1~ — mentre z°log(l+ z% N{
x g(l+2%) azr’logr se a >0
e quindi
(0]
Bt sea <0
fa(x)~{31 se a >0
x3 logx

+oo
Dal criterio del confronto asintotico si ha allora che se a < 0, 'integrale / fa(x) dzx risulta convergente
1

se e solo se 3+ a > 1 ovvero per a > —2. Se a > 0, abbiamo che

1
. Jalz . 31 . 1
lim af ) _ lim =22 = lim =0
z—+o00 = z—+00 s x—+oo log €

+oo 1

ed essendo / — dz convergente, dal criterio del confronto asintotico deduciamo che anche l'integrale

. 1z
/ fa(x) dx risulta convergente.

1
Riunendo quanto discusso sopra concludiamo che l'integrale dato converge se e solo se @ > —2.
(5) La risposta esatta ¢ la [c]. Consideriamo la funzione f(x) = 2log7x — Sarctanz e studiamone
I'immagine. La funzione ¢ definita e continua in (0, +00) con lim f(z) = —oo mentre h{Ii_l f(x) =+o0

z—0 T—+00
La funzione risulta inoltre derivabile in (0, +00) con
2 5 202 — 5z +2  2(x—2)(z—3)

oy — 2 _ _ V> 0.
J(w) r 14 a2 z(1 4+ 2?) z(l4+2a2) v

Quindi f/(z) > 0se z € (0,3) U (2,+00), f'(z) < 0sez € (3,2) e f/(3) = f'(2) = 0. Allora f(z)
risulta strettamente crescente in (0, 3) e in (2,+o0), risulta strettamente decrescente in (3,2), z = 1
risulta un punto di massimo relativo e x = 2 risulta un punto di minimo relativo. Posto «,, = f(2)
e ay = f(3), dal Teorema dei valori intermedi concludiamo allora che I'equazione f(z) = « ammette
una sola soluzione per ogni a < «,, € @ > ayy, due soluzioni per a« = «a,,, € a = «yy, tre soluzioni per

a € (am, an).
(6) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, integrando per parti si ottiene

/x2 arctanz dx = x—garctanx 1/1;3 dr = xjarctanx%—
3 3 1+22 7 3
3

1 1 2 21
—g(/xda:—i Txxzd:v):%arctanx—%+glog(1+x2)+c
Quindi
1 3 2 1 b
/o v? arctanx dr = K), arctan z — % + glog(l + x2)]0 = E(g —1+1log2)



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA MECCANICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 10/07/2006

(1) Fornire la formula di derivazione della funzione inversa e provare che D(arcsinz) =

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema della permanenza del segno.

(3) Sia f(x) una funzione continua, positiva e strettamente decrescente in [1,400). Provare di ciascuna
delle seguenti affermazioni se ¢ vera o falsa.

A. f(z) ammette massimo in [1, +00) | Vero| |Falso|
B. IETOO f(z) esiste finito [Vero| |Falso]
C. o f(z) dx & convergente [Vero| | Falso]

1

(4) Siano (a,,) e (b,) due successioni regolari tali che lim a,—b, = 0. Provare di ciascuna delle seguenti

affermazioni se ¢ vera o falsa. A
A. a, ~ b, per n — 400 ’Vero‘ ’Falso‘
B. e ~ e’ per n — +00 ’Vero‘ ’Falso‘

C. log(ay) ~ log(b,) per n — 400 | Vero| |Falso|




SOLUZIONE

Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E vera. Infatti, essendo la funzione decrescente in [1,+o00), risulta f(1) > f(z) per ogni z > 1.
Dunque z = 1 ¢ punto di massimo assoluto per f(z) in [1,4+00).

E vera. Essendo la funzione decrescente in [1,400) abbiamo che esiste lim f(z) e che

T—+00

lim f(z)= inf f(x).

T—+00 z€[1,400)

Essendo per ipotesi la funzione positiva, abbiamo inoltre che [ilnf : f(z) > 0 e dunque che il limite &
z€|l,+o00

finito.
E falsa. Ad esempio la funzione f(z) = 1 ¢ continua, positiva e strettamente decrescente in [1, 400)

+oo ]
mentre / — dz risulta divergente.
1 T

(4) I falsa. Si considerino ad esempio le successioni regolari a,, = % eb, = 7712 Sihachea, —0b, — 0

per n — 400 mentre * =mn — +00
n

~ . . . . . . a —
E vera. Infatti, dal limite notevole e — 1 per ogni successione z,, — 0, si ha che S = e~ — 1.

E falsa. Le successioni regolari a, = 1 + % eb, =1+ 7712 sono tali che a,, — b, — 0 per n — +00

mentre, dal limite notevole log(1 + x,,) ~ x,, per ogni successione x,, — 0, otteniamo ii((‘;:; ~n — 400




Corsi di Laurea in Ingegneria Meccanica, Elettronica e Biomedica
Seconda prova scritta di Analisi Matematica 1 del 12/07/2006

COGNOME NOME

MATRICOLA

CORSO DI LAUREA

log(n +n®) —logn

Ve N

[a] diverge per ogni a e R E diverge per ogni av > %
converge per ogni a < 1 @ nessuna delle precedenti

1) La successione a,, = per n — +00

2) La funzione f(z) = e ®sinxz — xcos v2z per x — 0 ha ordine di infinitesimo

[a]1 [b]2

maggiore di 2 @ nessuna delle precedenti

sin(ax) — % sex >0
(1 )~ — el punto 2o =0
=

e sex <0

3) La funzione f(z) = {

[a] € continua ma non derivabile per ogni o € IR @ non ¢ derivabile per ogni a > 0

e derivabile per ogni a € IR @ nessuna delle precedenti
+oo 7 — 2arctan x®
4) L’integrale improprio / dx
2 x?logx
[a] diverge per ogni o > 0 @ diverge per ogni —2 < a <0
converge per ogni o € IR @ nessuna delle precedenti

5) L’equazione arcsin \/x = v/1 — z? ammette

[a] una sola soluzione @ due soluzioni
nessuna soluzione @ nessuna delle precedenti

1
6) L’integrale / xarcsinx dx vale
0

[a] w/4 (b 7/8

1—m/2 @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la @ Studiamo innanzitutto il comportamento della successione b,, = log(n +
n®) —logn al variare di & € IR. Se a > 1, per n — +00 si ottiene

by = (o —1)logn +log(1+n'"%) ~ (a — 1)logn — +oo

essendo n'~* — 0 e quindi log(1 + n'~) — 0.
Se a =1 allora
b, = log(2n) — logn = log 2

per ogni n. Infine, se a < 1, essendo n® ! — 0, dal limite notevole log(1 + z,,) ~ w,, per ogni z,, — 0,
per n — +o00 otteniamo
by = log(1 +n*1) ~n* 1 -0

Osserviamo ora che, dal limite notevole /1 + x, — 1 ~ 2 per ogni x, — 0, abbiamo
ﬁr>f:ﬁ¢+“w~ﬁ1=1
n 2n  2¢y/n
Allora, da quanto ottenuto sopra si ha
a>1 = a,~2yn(l—a)logn — 4o

a=1 = a,~2ynlog2— +oo

) +00 se%<a<1

a<l = a,~2ynn“ =22 ={2 se o =
0 se a <

N[ =

Riunendo quanto provato, abbiamo che la successione risulta divergente per ogni o > % e convergente
i 1
per ognl v < 3.

(2) La risposta esatta ¢ la[c]. Infatti, ricordando che sinz = x + o(z?) per  — 0 e che €¥ =1+ y +
% + o(y?) per y — 0 otteniamo che

2
e Psine=(1—z+ % + o(2?))(z + o(z?) = . — 2% + o(2?)

Inoltre, essendo per y — 0, cosy =1 — £ 1o y3), per x — 0 abbiamo
2

rcosV2r = x(1 — 2+ o(x)) = x — 2 + o(z?)

quindi f(z) = o(z?) e ord(f(z)) > 2 per x — 0.

(3) La risposta esatta & @ Infatti, per la continuita in xg = 0, si ha che

X

i Fa)— T sinfo]
A T = Jig sinlen) =5

= 0= (0)



per ogni o € IR mentre liI(I)l flx) = lir(r)l e = 0. Quindi f(x) risulta continua per ogni a € IR.
r—0~ r—0~
Riguardo alla derivabilita, osserviamo che la funzione risulta derivabile in ogni x # 0 con

1
() = {acos(ax) — @z ser>0

- 2 _ 1
=e a2 sex <0
X

8

Risulta allora che f(x) ammette derivata destra e sinistra in # = 0 con f(0) = 11I£1+ fllx)y=a—-1e

f(0) = 111(1)17 f'(z) = 0. La funzione risultera allora derivabile in o = 0 se e solo se @ = 1. Quindi [a],

@ e [c] sono false.

(4) Le risposte esatte ¢ la[c]. Notiamo infatti che posto

7 — 2arctan(z®)

@ = d )
fa(z) x?log x .
per r — +00, se a < 0 risulta

fa@) ~ 51

“ x?log

mentre se « =0 -

falw) ~ 222 log x

1

+00
In entrambi i casi, essendo / dx convergente, dal criterio del confronto asintotico deduciamo
1

x?log x

™

+oo
che anche l'integrale / fa(z) d risulta convergente. Se invece a > 0, essendo § — arctan(z®) =
1

arctan x% ~ I% per x — 400, otteniamo che

2
fol2) ~ rratoga

+o0 1
ed essendo per 2 + o > 1, 'integrale /

———— dx risulta convergente e dunque, dal criterio del
1 x*telogx

“+o0o
confronto asintotico, deduciamo che anche I'integrale / fo(z) dx risulta convergente.
1

Riunendo quanto discusso sopra concludiamo che l'integrale dato converge per ogni o € IR.

(5) La risposta esatta ¢ la [a]. Consideriamo la funzione f(z) = arcsinz — +/1 — 22 e cerchiamone gli
zeri. La funzione ¢ definita e continua in [0,1] con f(0) = —1 e f(1) = 5. La funzione risulta inoltre

2
derivabile in (0, 1) con

F@) = o
S 2VrI -z J1—a2?
Essendo f'(z) > 0 per ogni x € (0,1), f(z) risulta strettamente crescente in (0,1) e poiche f(0) < 0 e
f(1) > 0, dal Teorema degli zeri concludiamo che la funzione ammette uno ed un solo zero.

(6) La risposta esatta & la @ Infatti, integrando per parti si ottiene

1 x? L TS R
zarcsinx dr = |— arcsinz| — — / — dx
/0 [2 ] 2Jo /1 — 22

0



T 1 11
_T, ! \/1—2d—7/7d
4+2/0 TEESh i ™

1 11
= g + 1 [x\/l — 2?4 arcsinx]o 5 [arcsinx]é = g

ricordando che, sempre integrando per parti,

2
/\/1—$2 dazzx\/l—xz—l—/xidxzx\/l—xZ—/\/l—x2 dx+/
V1 — 22
:x\/l—xQ—/\/l—xQ dx + arcsin x

1
—d
V1—2? !

da cui

1
/\/1 — 22 dx = §(x\/1 — 2?2 4 arcsinz) + ¢



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA MECCANICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 10/07/2006

(1) Fornire la definizione di estremo superiore, la sua caratterizzazione ed enunciare il Teorema che ne
garantisce 1'esistenza.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema fondamentale del calcolo integrale.

(3) Sia f(x) una funzione derivabile in x = 0 con f(0) = 0. Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni
se € vera o falsa.

A. glcli% flz)=0 | Vero| |Falso|
B. lim M =0 ]Vero\ ’Falso‘
z—0 g

(4) Siano (ay) e (b,) due successioni positive tali che la successione somma (a,, + b,,) risulti convergente.
Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A. (ay,) e (b,) sono convergenti. [Vero| |Falso]

B. (an) e (b,) sono limitate. |Vero| |Falso|




SOLUZIONE

Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E vera. Infatti, essendo la funzione derivabile in # = 0 risulta anche continua in tale punto e

dunque }}13[1) f(z) = f(0)=0.

E falsa. Ad esempio la funzione f(z) = sinz & derivabile in 2 = 0 con f(0) = 0 mentre lir% @) =
. T— T

lim " = 1.

z—0

(4) E falsa. Ad esempio le successioni a, = 1 + (—1)" e b, = 1 — (—1)" non sono regolari mentre si
ha che a,, + b, = 2, per ogni n € IN, e dunque che (a,, + b,) € convergente.

E vera. Infatti, essendo (an + by) successione convergente, abbiamo che esiste M > 0 tale che
an + b, < M per ogni n € IN. Poiche (a,) e (b,) sono positive, se ne deduce che 0 < a,, < a,, +b, < M
e0<b, <a,+b, <M perognin e IN e dunque che (a,) e (b,) sono limitate.



Corsi di Laurea in Ingegneria Biomedica, Elettronica e Meccanica
Seconda prova scritta di Analisi Matematica 1 del 20/09/2006

COGNOME NOME

MATRICOLA

CORSO DI LAUREA

1) La successione a, =n® (1 + —)e_% — 1], diverge a +o00
n

[a]se a >0 @ se a > 2
sea>1 @ nessuna delle precedenti

2) L’equazione e *|z? — 1| = 1 ammette un numero di soluzioni reali pari a

[a] 1 b]3
2 @ nessuna delle precedenti

3) Determinare per quali valori di o, 5 € IR ¢ continua e derivabile in xy = 0 la funzione

?log(l+1)+1 sex>0
f(z) = 1 1 :
aer 4 Farctan(;) sex <0

@perogniaeperﬁz—% @perazleﬂzo
per a« = —1 e per ogni (3 @ nessuna delle precedenti
ye . . 11 2a 1
4) L’integrale improprio / (——=1) dx
0T 1—a
[a] converge per ogni a < 1 @ converge per 0 < a < 1
converge per ogni o > () @ nessuna delle precedenti
1
5) La funzione f(z) = e”cosx — T, per z— 0 ¢ infinitesimo di ordine
[a] 1 3
2 @ nessuna delle precedenti
1
6) L’integrale / rarctan®(x) dz vale
0
4 — T 4+ 1log(4) b] Zn? — &+ 1log(8)

2m? — I 4 1log(2) [d] nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

% + o(2?) per & — 0, posto z = —1,

(1) La risposta esatta & la [b|. Ricordando che e* = 1+ z +
otteniamo

= [(1+ ) (1= g o)) 1] = (g el ~ g
n =10 n n  2n? 0n2 - 2n2 On2 odn2—«a

Ne concludiamo allora che a,, — —o0 se e solo se a > 2

(2) La risposta esatta ¢ la @ Osserviamo che I'equazione data ¢ equivalente a f(z) = 0 essendo
f(x) = e x|r? — 1| — 1, sara sufficiente determinare il numeri di zeri della funzione f(x). La funzione ¢
definita e continua in IR con

lim f(z) =400 e lim f(z)=-1

T——00 r—+00
Riguardo alla monotonia, osserviamo che la funzione & derivabile in ogni x € IR con x # +1 con

o e (@ =2r—1) selz|>1
fz) = {e‘“”(xz—Qa:—l) se |z <1

Risultaz2 —2xr —1>0seesolosez <1—+v2ex>1++/2. Ne segue che:
e f(x) & strettamente decrescente in (—oo, —1), (1 —v/2,1) e (14 /2, +00);
e f(x) & strettamente crescente in (—1,1 —+/2) e (1,1 + v/2);
e —1 e 1 sono minimi relativi per f(x) con f(£1) = —1;
e 1—+/2e 14 /2 sono massimi relativi per f(z) con f(1 —+/2) >0e f(1++2) <0.

Se ne deduce che la funzione ammette uno ed un solo zero negli intervalli (—oo, —1), (=1,1 —/2) e
(1 —+/2,1) e nessun zero nell’ intervallo (1, +o00).

(3) La risposta esatta & @ Infatti si ha

r—0t

1
lim f(x)= lir(r)l+ 2?log(l+ =)+ 1= liI(I)1+ ?log(l+2) —zlogz +1=1
T— e T—

essendo lim+ x%logx = 0 per ogni a > 0. Mentre

z—0

1
lim f(x)= lim aer + [ arctan(—) = —gﬂ
x

x—0~ r—0~

Quindi la funzione risultera continua se e solo se lim f(z) = f(0) = 1 e dunque se =3 = 1 ovvero

z—0
f=-2
Riguarzlo alla derivabilita, si ha
L fl) -1 {EY
im T i pleg( 4 L) = lim wlog(1 4 @) — aloga =
Ji, = = Jim log(1+ ) = g, s1og(1 +9) —slogz =0

quindi la funzione ammette derivata destra in # = 0 con f’ (0) = 0. Mentre, osservato che la funzione

risulta derivabile in ogni x < 0 con f'(z) = —%e% — H%’ otteniamo
o
lim f'(z) = lim ——es — s _ -3

x—0~ r—0~ IL‘2 1 + ZL’2



essendo lim y%e¥ = 0 per ogni a > 0. Quindi la funzione ammette derivata sinistra in x = 0 con

y——00
f7(0) = 3. Poiche la funzione risulta continua in x = 0 solo per § = —%, ne segue che la funzione non
risulta derivabile in z = 0 qualunque sia a € IR.

(4) La risposta esatta ¢ la @ L’integrale risulta singolare in entrambi gli estremi di integrazione, quindi

1
risultera’ convergente se e solo se risultano tali gli integrali [ (L —1)**L=dz e [ %1(% —1)* - dz. Per
x — 0 abbiamo ) ) | ) .
—z
7_1204 N7_12Oz: 2OLN
(a: ) 1—x <a: ) ( x ) x2e

20 1
1—x

1
e quindi Vintegrale [ (£ — 1)
Per x — 1 abbiamo invece

dx converge se e solo se 2a < 1 ovvero a < %

1 1 1—2z 1 1
7_1204 — 2a ~
(x ) l—x ( x ) l—z (1—x)l-2

2c0 1
l—x

e quindi I'integrale f;(i -1) dx converge se e solo se 1 — 2a < 1 ovvero a > 0.

L’integrale proposto risultera’ allora convergente se e solo se 0 < a < %
(5) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, ricordando che per x — 0, ¢* = 1+ x + % + o(2?) e cosx =
1-— % + o(x?), otteniamo
7 72
e"cosr = (14+z+ 5 T o(z?))(1 — 5t o(z?)) =1+ + o(z?).

Quindi, essendo (1 —z)™' =1+ z + 2* + o(z?) per x — 0, risulta che

1
f(x) =e"cosx — . = —2% + o(2?)
-

e dunque che la funzione ha ordine di infinitesimo pari a 2.

(6) La risposta esatta ¢ la @ Infatti inegrando per parti due volte otteniamo

2
T 1
/ x arctan® xdxr = — arctan® x — / 2% arctan x dx
2 14+ 22
x? ) 1
= —arctan“z — /arctanx dx + /arctan r—— dx
2 1+ 22

2

x 9 x 1 9
= — arctan®x — rarctanz + / ——dx + — arctan” x

2 1+ 2?2 2
a? 2 1 2 1 2
=3 arctan”z — x arctanx — 3 log(1 4 z°) + 3 arctan” z + ¢

2

1 1
Quindi, /0 xarctan® z de = % — % —3 log 2.



