Corsi di Laurea in Ingegneria Edile e Architettura
Prova scritta di Analisi Matematica 1 del 6/02/2010

1) Mostrare che
sin(—ac) R 1
lim cos?(z) z2—1 _——
e—0+ sin(—x)log((1 + 22)~%/2) 3

Possibile soluzione: Considerando dapprima il denominatore notiamo che essendo sin(—z) ~,_o —z
1,3

e che log((1 + z%)7'/%) = —Llog(1 + x%) ~,_o —12?, otteniamo sin(—z)log((1 + 2%)7V/2) ~,_g 2.

Visto che @) a—0t —1 otteniamo allora
sin(—z) g sin(—z) g . 9 2
cos?(z) 221 o co7le) P 2 sin(—z)(x* — 1) — z cos*(x)
sin(—z)log((1 + 22)~1/2) 0 3 cos?(z)(z? — 1) 3
sin(—z)(z? — 1) — x cos?(x)
~r—0t —2 .

3

Determiniamo ora il limite di tale ultima forma utilizzando gli sviluppi di MacLaurin (prima variante)
ed il teorema di De L’Hopital (seconda variante).

Prima variante: Dato che il denominatore di tale ultima forma ¢ un infinitesimo di ordine 3
determiniamo lo sviluppo del suo numeratore a meno di o(z?®). Essendo noto che per x — 07 si ha
sin(—x) = —z + 2 + o(a®) e che cos?(z) = (1 — L2? + 0(2?))? = 1 — 2? + o(2?), otteniamo che per
z — 07 si ha

3 3

sin(—x)(2? — 1) — v cos?(x) = (—x + % +o(z*))(2® — 1) — 2(1 — 2 + o(2%)) = —% + o(z%)
e dunque
sin(—x) x . x
lim o) “FT oy i)t o)) creod(e) g o o) 1
2—0+ sin(—z)log((1 4+ 22)~1/2) 50+ a3 20+ x3
Seconda variante: Osserviamo che
2Sirl(—x)(x2 —1) —zcos’(z) 2sin(—a:) - sin(—z) — z(1 — sin®(x))
a3 B x a3
_ _QSin(—x) B 281n22(x) B 2—sin(—x) —x
x T a3

Essendo che lim,_,o+ —ZSin(;x) — QSin;(x) = 0 otteniamo

fim _2Sin(—l’)(:€2 — 1) — wcos*(x) — 9 fim = sin(—z) — x _D o i _ 1
r—0+ 3 z—0+ 3 z—0+ 32 3
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Figure 1: la funzione f(x) = RG]

2) Si studi la funzione
T

fla) = —2
= fog(@le
Possibile soluzione: La funzione risulta definita su D(f) = {x € R / |z| > 0e2|x| # 1} = R\

{—2%, 0, 3}. Notiamo inoltre che f ¢ una funzione dispari essendo f(—z) = ey = " ioatmy = —/ (%)
e possiamo limitarne lo studio sull’insieme D*(f) = D(f) N R* = (0, %) U (%, +00).
Essendo |z| = x per x > 0, si ha f(x) = Toa(ay ber € D*(f) e sgn(f(x)) = sgn(log(2zx)) per
x € D*(f), essendo quindi che f(z) < 0 per z € (0,3) e f(z) > 0 per z € (3, +00).
Per quanto riguarda il comportamento asintotico di f si ha che
x ot T 1

li = i = — ol li - 1 (27— _

lim f(.%') = lim L - [i] = 400 lim f(.fll') — lim x __gerarchia infiniti +00

xﬂé-&- w%%-k 10g<2$) 0+ ’ T——+00 T—+00 log(Qx) )



Essendo lim, @ = lim, 1 bg(;h) = 0 la funzione non ha un asintoto obliquo per x — +o0.

La funzione f risulta derivabile su D*(f) con

d _ log(27) — 1
W0 =y YD)

Si ha allora che sgn(f'(z)) = sgn(log(2z) — 1) per x € DF(f), cioe f'(z) < 0 per z € (0,3) U (3, %)
e f'(z) > 0 per z € (£, 400). Concludiamo che f risulta decrescente in (0, 1), decrescente in (1, £] e
crescente in [, +-00). Il punto § ¢ un punto di minimo relativo per f (di minimo assoluto relativamente

all’intervallo (3, +00)) ove f(§) = ﬁk?%) = 5. Visto che f(z) — 0 per  — 0% & anche utile notare
log(2x)—1
che f’(l’) - lfg(;2(2)x) - 10g%2:c)< B log(12x)) —0 per r — 0.

La funzione f’ risulta derivabile su D*(f) con

d? 2 —log(2x)

% (.T) = M, Vx e D+(f)

Se z € (0,1), essendo log®(2z) < 0, si ha che sgn(f”(z)) = sgn(log(2z) — 2). Concludiamo che
f"(x) < 0 per ogni z € (0, 1) e dunque che f risulta concava (strettamente) su (0, 3).
Se x € (4,+00), essendo log®(2z) > 0, si ha che sgn(f”(z)) = sgn(2 — log(2z)). Concludiamo
che f”(x) > 0 per ogni = € (%,%
convessa (strettamente) su (3, %) e

o J(5) =5 ¢ 1(5) =1

) e f’(x) < 0 per ogni = € (%,—i—oo). Dunque che f risulta

62 3 62
concava (strettamente) su (%, +00) presentando un flesso in &

3) Si determini il carattere della serie

i 1
= log(n)"? + /n

Possibile soluzione: La serie ha termine n-esimo a, = > 0. Essendo @ — 0 per

1
log(n)" 24/

n — 400, otteniamo che,

an, 1

— 1 per n — +00
n

log(n)™

1 —_
log(n)”/2 1 -+
e per il criterio del confronto asintotico il carattere di y -,
3% —A— Notando che

n=1 Tog(n)"/2"

a, € quello della serie a termini positivi

1 1
log(n)"2  log(n)i2 O0<1  pern—+oo,

possiamo applicare il criterio della radice a questa ultima serie per concludere che la serie € convergente.
Dal criterio del confronto asintotico risulta convergente anche la serie di partenza.



(Si puo procedere anche molto pitt semplicemente notando che essendo 4/log(n) > 2 definitivamente
si ha anche che log(n)™/? 4+ y/n > 2" definitivamente e che quindi (passando ai reciproci) 0 < a,, < 5=
definitivamente. Essendo >~ | 2% = 1, Il criterio del confronto permette allora di concludere che la

serie in esame € convergente.)

4) Determinare per o > 0 il carattere dell'integrale improprio

/1 2 — cos(x)(e” + e ")

sin®(z)(1 — cos(x))

dx

2—cos(z)(e®+e~ )
sin®(z)(1—cos(z))
scopo di determinare il carattere dell’integrale studiamo il comportamento asintotico di f per x — 0F.
Dal fatto noto che sin(x) ~, o z e 1 —cos(x) ~,_o % otteniamo subito che sin®(z)(1 — cos(x)) ~,_o
123'0‘ e dunque che f(x) ~, o+ 2%. Sapendo che cos(z) = 1 — % + % + o(x) e che

e® +e % =2cosh(z) =2+ 2% + f—; + o(x?) per z — 0" abbiamo che

Possibile soluzione: Notiamo che la funzione f(z) = risulta continua su (0,1]. Allo

2 4 4
1
2 —cos(x)(e"+e ) =2—(1— % + §—4 + o(z) (2 + 2% + % +o(z) = §x4 +o(z*) per x — 0T,
e dunque
22% + o(x?) 2
f(@) ~eor T gpta Te0t 3aTs:

Dal Teorema del confronto asintotico deduciamo che il carattere di fol f(z)dx & quello di fol w% dz
che risulta convergente se « — 2 < 1. cioe a < 3, e positivamente divergente se a > 3.

5) Determinatone 'insieme di convergenza calcolare

>0 4+ ) log"(0)

+oo

Possibile soluzione: Posto y = log(x) la serie si scrive nella forma » ">

(n?+ %)y", una serie di potenze

in y di punto iniziale yo = 0 e coefficienti ag = 0, a,, = (n® + 1) per n > 1.

Apflicando il criterio del rapporto, visto che a’;—:l =(n>0) %

aoq any™ ha raggio di convergenza 1 risultando assolutamente convergente per |y| < 1 e non con-
vergente per |y| > 1. Da cio deriviamo che la serie in studio risulta assolutamente convergente se
|log(z)| < 1, ciod se © € (£,€) e non convergente se |log(z)| > 1, ciod se x € (0,1) U (e, +o0). Se
|log(z)| = 1 essendo a,, — +o0 la serie non & convergente. Concludiamo allora che la serie converge
(infatti converge assolutamente) solo se z € (1, ¢).
Per calcolare la serie osserviamo che se |y| < 1 allora risultano convergenti anche le serie )

+o0o 1,1

ey, y" valendo che

n=1n

—n—io0o 1, la serie di potenze

—+o00

2, m
n:lny

+o00

2 1 n — 2, n +001 n — d n -~ Y n—1
Z(n +ﬁ)y :;ny +Zlﬁy :y;nd—yy +Zl/0t dt.

n=1



Utilizzando i teoremi di derivazione ed integrazione termine a termine delle serie di potenze e la nota
identita S0 yn 1y (ly| < 1) otteniamo allora

+oo

S 2 = Zny [ Zt” =yt <yz ) iy

n=1
d [ d 1
= log(1—y) =y— (y——— ) — log(1 —
ydy< §y> og(1 —y) ydy<ydy1_y> og(l —y)

d y oy 20" ool —
Tay (1 —y)? ~logll —y) = (e 51~ ).

Sostituendo y = log(z) otteniamo che per z € (%, e) si ha

Foo . log(x) 2log(z)?
Sl 4+ ) log” (@) = (1 log(@))? (1 log(x))?

n=1

—log(1 — log(x)).



