Scheda di esercizi 11: basi ortogonali

(a) Determina se le seguenti basi sono o non sono ortogonali e/o ortonormali, rispetto al
prodotto scalare canonico di R™:

1 0 -2 0
0 1 0 -1
112 o [ 2 || 1
0 —1 0 —1
7 0 —2
1
?g , 1 , 1
X -1 1
1 1 1
V2 3 ? ?
0 2 3 V3
a1 e o 0
\/ﬁ % 12 1
0 3 3 v

(b) Considera lo spazio V' = Ry]t] dotato della forma
Blag + ayt + agt? by + bit + bot?) = agby + a1by + asby

— Verifica che e bilineare, simmetrica e definita positiva.
— Calcola B(v2+ 12,12 +t — 3).

— Stabilisci se i seguenti polinomi costituiscono una base di V' e se tale base ¢ ortogonale
e/o ortonormale:

t+ 1,622 -2t
— calcola l'angolo a tra i polinomi py(t) = 1 — % e pa(t) =t + 2. Sol: 3¢

— calcola I'angolo a tra i polinomi py(t) = 3 + 4t e po(t) = 1 + 3t + 1. Sol: arccos(2)

C Apphca il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt alle seguenti basi di V
g
(dotato di pI'OdOttO scalare canonico):

0 3 0
2 1,10}, 1 V =R?
2 4 —1
1 0 1 0
1 1 1 —1 .
RN V=R
0 0 1 —1

(d) Calcola equazioni cartesiane e parametriche del supplemento ortogonale U+ nei seguenti
casi:

— U CR%, U = Span o

1

_— o O =
—_
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X

— U CR?, U= To ER3: 2y —29+235=0
Zs3
1 T+
~UCR? U=ker(T) dove T:R*—=R? T| z, | = L
T 1+ To + X3
3

(e) Sia V' = R;]t] dotato del prodotto scalare canonico, cioe’ tale che
<a0 + alt + a2t2 + a3t3, bo + blt + 62t2 + b3t3> = aobo + &1[)1 + agbg + a3b3

— Dopo aver verificato che i seguenti polinomi costituiscono una base di V, applica
ad essi (scegliendo l'ordine che preferisci) il procedimento di ortonormalizzazione di
Gram-Schmidt:

t+1,t+t22—t—t3¢

— Dato il sottospazio U = Span(t3 — 1,¢ + 2) di V, calcola equazioni cartesiane e
parametriche di U~.

— Scrivi una base ortonormale di U e una base ortonormale di U~.

(f) Dato
1 0
_ 0 1 4
U = Span o || -1 CR
1 1
— scrivi una base ortonormale di U,
0
— Dato vy = Z , calcola Py(vg) = wg, dove Py ¢ la proiezione ortogonale sul
1

sottospazio U,  (Suggerimento: usa la formula Py(v) = (v,u;)u;s + (v, us)us)

— scrivi la matrice A associata alla proiezione ortogonale Py : R* — R* rispetto a una
base di R* a tua scelta.

— verifica che Avy e il vettore ug che hai calcolato al punto 2.

— verifica che vy — up € U+,

S\

Soluzione: ug =

urlw



