ESERCIZI b1 ANALISI MATEMATICA DUE

CURVE

. Data la curva di equazioni parametriche ¢(t) = (e, v2t, —e™), t € [-1,1].
a) Dire se la curva e regolare, chiusa, semplice e determinarne la lunghezza.
b) Determinarne versore tangente, normale e binormale nel punto ¢(0).

. Data la curva ¢(t) = (1 —t,t —t* — 1,t) con t € [0,2], provare che la curva ¢ piana
(torsione nulla) e determinare ’equazione del piano su cui giace.

. Data la curva ¢(t) = (#2,13,¢?) con t € [0, 1].
a) Stabilire se ¢ regolare, semplice e chiusa.
b) Calcolarne la lunghezza.

. Data la curva ¢(t) = (2cost,sint,2sint —2cost — 1) con t € [0, 27|, provare che la curva
e semplice, chiusa e piana. Determinare I’equazione del piano su cui giace.

. Data la curva ¢(t) = (sint,cost,t?), t € [—m, 7], stabilire se ¢ regolare, biregolare, sem-
plice e chiusa. Determinarne versore tangente, normale e binormale e piano osculatore
nel punto ¢(0).

RISOLUZIONE

. (a) La curva risulta di classe C* in [—1,1] con ¢'(t) = (¢!, v/2,e7) e

eft 4+ 2e2t 1 241 B
' ()| = Ve +2+e2 = i =———=cte’>0, Vte(-11)

Poiche ||¢'(t)]| > 0, Vt € (—1,1), la curva risulta regolare. La curva non ¢ chiusa essendo
o(—1) = (£, =v2,—e) # (e,v2,—1) = ¢(1). La curva & semplice poiche se t; # t, allora
V2t1 # /2ty e quindi ©(t1) # p(t2). Infine, la lunghezza della curva e data da
! 1
L(p) = / el +etdt =2(e — )

1 €

(b) Risulta ¢(0) = (1,0, —1), ¢'(0) = (1,v/2,1) e ¢"(0) = (1,0, —1). Dunque il versore
tangente in ¢(0) e dato da




il versore binormale ¢
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mentre il versore normale ¢
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NoTA: La curva non e parametrizzata mediante ascissa curvilinea

. La curva ¢ curva biregolare con
O't)=(-1,1-2t1), "(t)=(0,-2,0) e ¢"(t)=(0,0,0)

Dunque
90/(75) A cpﬁ(t) = (27 0, 2)

ed il versore binormale ¢

_gmaen 11
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Essendo il versore binormale costante ne deduciamo che la curva ¢ curva piana. In al-
ternativa, per provare che la curva e piana si poteva osservare che la torsione e nulla
essendo
o'(t) A" () - " (E) _ (2,0,2)-(0,0,0)
T(t) - / " - =0
() A " (2] 2v/2
(NoTA: La curva non e parametrizzata mediante ascissa curvilinea).
Essendo la curva piana, il piano su cui giace la curva e il piano osculatore in un generico
punto della curva ¢(ty) ovvero il piano ortogonale al versore binormale B(t;) passante
per ¢(ty) = (o, Yo, 20) di equazione generica

B(1) )

B(tO)‘(x_xmy_yOaz_ZO) =0.

Essendo B(t) = (\/Li, 0, \%) per ogni t € [0, 2] e scegliendo ty = 1, avremo ¢(1) = (0, —1, 1)

e dunque il piano della curva ha equazione

B(l)-(x—xz0,y—10,2—20) =0 <= ( ) (r,y+1,2—1) =0 <= z+2—1=0

1 0 1
V2 V2
. (a) La curva ¢(t) = (t%,¢3,t%) ¢ di classe C! in [0,1] ed essendo ¢'(t) = (2t,3t%2t) #
(0,0,0) per ogni ¢t € (0,1), la curva risulta regolare in [0, 1]. La curva e semplice poiche

se t; # ty allora ¢3 # 3 e quindi (t1) # ¢(t2). La curva non ¢ chiusa essendo p(0) =
(0,0,0) # (1,1,1) = p(1).



(b) Essendo di classe C!, la lunghezza della curva ¢ data da

1 1
/ I ()t = / VBE  08dt — / tV8 T 9dt
0

T 18

w] 2—17(17\/1_7 — 8V8)

4. La curva ¢ semplice poiche se t; # tg, ti,ty € [0,27), allora cost; # costy oppure
sinty # sinty e dunque @(t1) # (t2). Inoltre p(0) = (2,0, —3) = p(27), dunque la curva
e chiusa. Per provare che la curva e piana determiniamo il versore binormale. La curva e
di classe C3 con

¢'(t) = (—2sint,cost,2cost + 2sint), ¢"(t) = (—2cost, —sint, — 2sint + 2 cost)

©"(t) = (2sint, — cost, —2 cost — 2sint).
Dunque
)N (1) = (2,-4,2)
ed il versore binormale e
¢'(t) A" (t) 12 1
[P0 A Ol ~ V6 V6 Vo
Essendo il versore binormale costante ne deduciamo che la curva ¢ curva piana. In al-

ternativa, per provare che la curva e piana si poteva osservare che la torsione e nulla
essendo

B(t) =

)

() = ') A"() - " (t)
le'(t) A" ()]
Essendo la curva piana, il piano su cui giace la curva e il piano osculatore in un generico
punto della curva ¢(ty) ovvero il piano ortogonale al versore binormale B(t;) passante
per ¢(to) = (o, Yo, 20) di equazione generica

B(ty) - (x — x0,y — Yo, 2 — 20) = 0.

Essendo B(t) = (\/Lé, —\/lg, \/ié) per ogni t € [0,27] e scegliendo ¢ty = 0, avremo ¢(0) =
(2,0, —3) e dunque il piano della curva ha equazione

2 1
— ) (r—2,y,243) =0 & z—2y+2+1=0

V6 VG

B(0)-(x—x¢,y—y0,2—20) =0 < (

Sl

5. La curva ¢ di classe C? in [—m, 7] con

¢'(t) = (cost,—sint, 2t), ¢"(t) = (—sint,—cost,2) e ¢"(t) = (—cost,sint,0)



Dunque, essendo ||¢'(t)|| = V1 + 42 > 0 e ||¢"(t)|| = v/5 > 0 per ogni t € (-7, ), si ha
che la curva risulta regolare e biregolare.

La curva risulta chiusa essendo ¢(m) = (0,—1,7%) = ¢(—n). La curva risulta inoltre
semplice poiche se t1,ts € (—m, 7] sono tali che t; # ty allora ¢(t;) # ¢(t2), poiche se
sint; = sinty allora tity > 0 e t3 # 3.

In ¢(0) = (0,1,0) abbiamo

90/(0) = (170’())’ 90”(0) = (07 _172) € 90/”(0) = (_17070)

quindi il versore tangente ¢ dato da

il versore binormale ¢

=
V5

¢'(0) A ¢"(0)

BO= o0y A o))

= (07 )

2
\/ga
ed il versore normale ¢
1 2
V5 V5

Il piano osculatore per ¢(0) & il piano ortogonale al versore binormale B(0) passante per
©(0) = (0,1,0) di equazione

N(0) = B(0) AT(0) = (0, )

B0) - (r,y—1,2)=0<=2y—1)+2=0<=2y+2 =2



DERIVABILITA E DIFFERENZIABILITA PER FUNZIONI DI DUE VARIABILI

. Data la funzione f(z,y) = { 22 4y2

a) Stabilire se ¢ continua in (0, 0).
b) Calcolarne, se esistono, le derivate parziali in (0,0).

c) Stabilire se ¢ differenziabile in (0, 0).

. Data la funzione f(z,y) = /|2y,

a) Stabilire se ¢ derivabile nel suo dominio.

b) Determinare, se esiste, la derivata lungo la direzione (\%, \%) nel punto (0, 0).
c) Stabilire se ¢ differenziabile nel suo dominio.

(2% + y?) arctan @ se (z,y) # (0,0)

. Data la funzione f(x,y) = )
Fewy) {o se (2,9) = (0,0

a) Stabilire se ¢ continua in (0, 0).
b) Calcolarne, se esistono, le derivate parziali in (0, 0).

c) Stabilire se ¢ differenziabile in (0, 0).

8y' —x 0
. Data la funzione f(x,y) =< **+v* se (z,y) # (0, ),
0 se (z,) = (0,0)

a) Stabilire se ¢ continua in (0, 0).
b) Calcolarne, se esistono, le derivate parziali in (0,0).
c) Stabilire se esiste un versore A € R? tale che %(O, 0) = 0.

2 se (,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)’

. Data la funzione f(z,y) = {

a) Stabilire se ¢ continua in (0, 0).

b) Calcolarne le derivate parziali e la derivata nella direzione v = (%, \%) in (0,0).

c) Stabilire se ¢ differenziabile in (0, 0).



. Data la funzione f(x,y) = log(1 + |zy|),

a) Stabilire dove risulta derivabile nel suo dominio e calcolarne le derivate parziali.

b) Determinarne, se esiste, la derivata lungo la direzione (\/ii, \/LQ) nel punto (0,0).

. Data la funzione f(x,y) = /|z? — 32|,

a) stabilire dove risulta derivabile nel suo dominio e calcolarne le derivate parziali,

: : : ., 0
b) determinare per quali versori v € R? esiste —f(O, 0).

ov

. Data la funzione f(z,y) = |z — 3|,
a) stabilire dove risulta derivabile nel suo dominio e calcolarne le derivate parziali,

0
b) determinare per quali versori v € R? esiste —f(O, 0).

v
. Data la funzione f(x,y) = |y — 2z|log(1 + z),

a) stabilire se risulta derivabile nel suo dominio e calcolarne le derivate parziali,

b) stabilire se risulta differenziabile in (0, 0).
RISOLUZIONE
. (a) Per calcolare ( I)III% : f(z,y), passando alle coordinate polari, calcoliamo innanzit-
z,y)—(0,0
tutto lim f(pcosé, psinf). Abbiamo
p—0t

lim f(pcosé, psinf) = lim p(cosfsin®6f — cos®fsinf) =0, VO € [0,2x].

p—0t p—0+
Inoltre il limite risulta uniforme rispetto a 6 € [0, 27] essendo
|p(cos fsin® § — cos® Osinf)| < 2p, VO € [0, 27].

Quindi risulta ( l)irr%O 0 f(z,y) = 0= f(0,0) e dunque la funzione & continua in (0, 0).
x7y _> b

(b) Poiche f(x,0) = 0 per ogni x € R, la funzione risulta derivabile parzialmente rispetto

ad x in (0,0) con —f(O,()) = 0. Analogalmente, essendo f(0,y) = 0 per ogni y € R, la
T

0
0
funzione risulta derivabile parzialmente rispetto ad y in (0,0) con —f(O, 0) = 0.

Oy



(c) Dobbiamo verificare che

fla,y) = £(0,0) = 510,02 = 0.0y fla,y)
im = lim —f——=0.
(z,y)—(0,0) V24 y? (2,)=(0,0) /22 + 12
0, psind
A tale scopo, passando alle coordinate polari, calcoliamo lim f(pcos, psin ) Abbiamo

p—0t p

f(pcos@, psin@)

lim = lim (cos@sin? @ — cos® #sin @) = cos #sin®  — cos® O sin O
p—0t P p—0t

Ne segue che il limite sopra non esiste e dunque che la funzione non e differenziabile in
(0,0).

. (a) La funzione data risulta definita e continua in tutto R?. Inoltre, essendo
/Ty se xy > 0

fla,y) =
v—ry sexy <0

possiamo dire che la funzione risulta derivabile parzialmente in ogni punto (zg,yy) € R?
tale che zoyo # 0 con

ﬁ(5’307y0) - _h g(l’o,yo) =0 se xoyo > 0
Ox 2/ToYo dy 2,/ToYo

g(iﬁo Yo) = —— S g(mo Yo) = S——
or Y 2v/—Zolo oy 2v/—ZoYo

Rimane da discutere la derivabilita nei punti degli assi cartesiani.

Nell’origine del piano si ha che la funzione risulta derivabile parzialmente infatti, essendo
f(x,0) = f(0,y) = 0 per ogni 2,y € R, si ha che 3£(0,0) = 0 e §£(0,0) = 0.

La funzione non risulta invece derivabile parzialmente nei restanti punti degli assi. Infatti,
nel punto (g, 0) con xy # 0 avremo che la funzione risulta derivabile parzialmente rispetto
ad x con gf(:po, 0) =0, essendo f(x,0) = 0 per ogni € R, mentre non risulta derivabile
parzialmente rispetto ad y essendo

i £ (@0 1) = f(@0,0) _ \/!l’oh \/|m— lim. L:

o0t h h—>0:|:

se Toyo < 0

Analogalmente, nel punto (0,y,) con yo # 0 avremo che la funzione risulta derivabile
parzialmente rispetto ad y con 2—5(0, yo) = 0, essendo f(0,y) = 0 per ogni y € R, mentre
non risulta derivabile parzialmente rispetto ad x.

\/5 \/E

)

BBy — (0,0 b
lim G va) = I )zhm—gzihmm:iL

h—0+ h h—0+ R V2 h=0t I V2




(c) Dal Teorema del differenziale e da quanto ottenuto in (a) possiamo affermare che la
funzione risulta differenziabile in ogni punto (¢, y) € R? tale che zyyy # 0 poiche risulta
derivabile parzialmente con derivate parziali continue.

Non risulta invece differenziabile nel punto (0,0) poiche, per quanto provato in (b), non
ammette derivata direzionale nella direzione (\/Li, \/Li) In alternativa, dalla definizione,

bbi h isulta diff iabile in (0, 0) i to lim L@0=F00 £ Infatti
a 1210 Che 101 risulta dlirrerenziapilie 11n ( s ) 11 quan O (x’y)lig()’o) \/Q—er 7é nia 1

passando alle coordinate polari, abbiamo

lim f(pcosB,psind) — f(0,0) V P? |cos€sm6 Teosfsmd], Y0 € [0,2r]

p—0t P pHO""

e dunque non esiste il limite  lim M.
4 (z,y)—(0,0)  /z2+y?

Infine la funzione non risulta differenziabile nei restanti punti degli assi cartesiani non

essendo ivi derivabile parzialmente.

. (a) La funzione ¢ continua in (0,0) essendo ( 1)111% )f(x,y) = 0. Infatti, utilizzando le
z,y)—(0,0
coordinate polari, abbiamo

1
lim f(pcosd, psind) = lim p? arctan — =0 V0 € [0, 27]
p—0t p—0t P

ed il limite ¢ uniforme rispetto a 6 essendo f(pcos@, psinf) = p? arctan 5 funzione del
solo raggio p.

(b) La funzione risulta derivabile parzialmente in (0, 0), infatti si ha che

of . f(h,0) = f(0,0) .. h?arctan 5 1
A e
e analogalmente
of . f(0,k)—f(0,0) K arctan 75 B
7R I A

(c) La funzione risulta differenziabile in (0,0) in quanto

lim f(x,y) - f(07 0) - %(Oa O)I’ - 2_5(07 O)y _ lim ('IQ + y2) arctan ﬁ

(z,y)—(0,0) 2+ y? (z,y)—(0,0) Va2 +y?
1
= lim /2% + y?arctan o 0
T

" (2.9)—(00) y?

. (a) La funzione ¢ continua in (0,0) essendo ( l)irrzo ) f(z,y) = 0. Infatti, passando alle
x?y _> I’
coordinate polari, abbiamo

8p> sin® 0 — p? cos® 0
2

lim f(pcosf,psind) = lim =0 V0el0,2n]
p—0F

p—0t p



ed il limite e uniforme rispetto a 6 in quanto
8p? sin® O — p* cos® 0

5 | = p[831n30 — 60836\ <9p VO e|0,2n]
p

| f(pcost, psind)| = |

(b) La funzione risulta derivabile parzialmente in (0, 0), infatti essendo f(z,0) = —x per

ogni z € R, si ha che 2£(0,0) = —1 mentre essendo f(0,y) = 8y per ogni y € R, si ha

Ox
che 3—5(0,0) = 8.

(c) La funzione ammette derivata lungo ogni direzione v = («, ) nel punto (0,0) con
flah, Bh) = f(0,0) . S

8_f(0 0) = lim = lim

_ 3 3
aV ’ h—0 h h—0 h _86 @

Avremo che allora che %(0, 0) = 0 se e solo se 83% = a2 da cui, essendo a? + 5% = 1, si

ottiene a = j:\/l5 e = :I:\/Lg. Dunque i versori v, = (\%, \/Lg) ev_ = (—%, —\/ig) sono

tali che 2L-(0,0) = 0.

. (a) Proviamo che ( l)in%o ) f(z,y) = f(0,0) = 0. A tale scopo, passando alle coordinate
x7y _> k)
polari, calcoliamo lim+ f(pcos@, psinf). Abbiamo
p—0

2 cos fsin® § — sin® 0 =0, V0el0,2n].

li 0,psinfd) = li
pfél flpcosd, psinf) pgél+p cos2f + 2sin% 6

Inoltre il limite risulta uniforme rispetto a 6 € [0, 27] essendo
200s931n26—sin30‘ - sin® (2] cos 0| + | sin|)
cos?f + 2sin?0 P 1 +sin® 6

Quindi risulta  lim  f(z,y) = 0 e dunque la funzione ¢ continua in (0, 0).
(2,y)—(0,0)

lp <3p, VO €]|0,2n].

(b) Poiche f(x,0) = 0 per ogni z € R, la funzione risulta derivabile parzialmente rispetto

ad z in (0,0) con 8_(0’0) = 0. Mentre, essendo f(0,y) = —% per ogni y € R, la
x
0 1
funzione risulta derivabile parzialmente rispetto ad y in (0,0) con a—f(O, 0) = —3 Infine
Y
la funzione risulta derivabile in (0,0) nella direzione v = (\/Li’ \/Lﬁ) essendo
—=(0,0) = lim = lim - =
ov h—0 h =0 h(B 4 p2) 32

(c) Da quanto ottenuto sopra e dal Teorema sulla derivata direzionale possiamo conclud-
ere che la funzione non risulta differenziabile in (0,0) in quanto
of 1 1

Gy (0.0 = 2= £ VF0.0) v =~



In alternativa, utilizzando la definizione, proviamo che

_ _9f _of 22y —y® |y
im f($7 y) f(07 O) ox (07 0)93' oy (Oa O)y _ hm $2+2y2 + P} 7& 0

(x,5)—(0,0) 2+ y? (2.9)=(0,0) /22 4 12

Infatti, passando alle coordinate polari, abbiamo

2 cos 6§ sin? —sin> 0 psin 6 . . .
I o2 012sm20 T 2 2 cos @ sin®f — sin® 0 4 sin 6
im =
p—0+ p cos? 6 + 2sin? 4 2

fx,y) — £(0,0) — 2L(0,0)x — 9L(0,0)y
Ne segue che non esiste il limite  lim (z.9) 0.9~ 5(0.9) ay( )

(z,y)—(0,0) Va2 +y?

che la funzione non ¢ differenziabile in (0, 0).

e dunque

. (a) La funzione data risulta definita e continua in tutto R?. Inoltre, essendo

log(14+zy) sexzy>0
fla,y) =
log(1—zy) sexzy <0

possiamo dire che la funzione risulta derivabile parzialmente in ogni punto (zg,%,) € R?
tale che zoyy # 0 con

8f y() (‘)f Zo
Oz (I()ay()) 1+ Zoto By (iUO yo) 1+ 2o ToYo
e
af —o of —Zo
_— = — —_— 5 - < 0
O (o, Yo) 1 — Zoto ¢ By (%o, Yo) 1 — Zoo S€ ToYo

Rimane da discutere la derivabilita nei punti degli assi cartesiani.

Nell’origine del piano si ha che la funzione risulta derivabile parzialmente infatti, essendo
f(2,0) = £(0,y) = 0 per ogni z,y € R, si ha che 2£(0,0) =0 e g—;j(o, 0) = 0.

La funzione non risulta invece derivabile parzialmente nei restanti punti degli assi. Infatti,
nel punto (zg, 0) con 2y # 0 avremo che la funzione risulta derivabile parzialmente rispetto
ad = con %(mo, 0) =0, essendo f(x,0) = 0 per ogni z € R, mentre non risulta derivabile

parzialmente rispetto ad y essendo

h—0+ h h—0+ h

I

= lol Jitg, 5= = ol

Analogalmente, nel punto (0,y,) con yo # 0 avremo che la funzione risulta derivabile
parzialmente rispetto ad y con 3—5(0, yo) = 0, essendo f(0,y) = 0 per ogni y € R, mentre
non risulta derivabile parzialmente rispetto ad x.

(b) La funzione ammette derivata lungo la direzione v = (%, \%) nel punto (0,0) con

91 (£9,0) = 0 in quanto

ov
oy £0,0 log(1+ 2
i J 2 ve) Z SO0 s )k
h—0 h h—0 h h—0 2

[\




7. (a) La funzione data risulta definita e continua in tutto R?. Inoltre, essendo

f( ) V xQ - y2 s€ ’ZC‘ Z |y|
LE, =
VIVVE=22 selal <yl

possiamo affermare che la funzione risulta derivabile parzialmente in ogni punto (zg, yo) €
R? tale che |zg| # |yo| con

af T af Yo
— (o, = — e —(Zo, = ————— se |1g| >
83:< 0 yo) xQ—yS ay( 0 yo) 2—y8 | 0| |yo|
¢ of of
T Y
L (@o,y0) = — s € (w0, 0) = —me—s ¢ |20] < [y0]
O Y2 — 22 dy Yo — To

Rimane da discutere la derivabilita nei punti delle bisettrici y = +x.
Nell’origine del piano si ha che la funzione non risulta derivabile parzialmente rispetto ad
x e ad y poicheé non esistono i limiti

CF0) = F0,00 VR B FOR) = F0,00 VR[]
lim = lim — = lim e lim = lim — = lim
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

La funzione non risulta inoltre derivabile parzialmente nei restanti punti delle bisettrici
y = +x. Infatti, nel punto (z¢,+zp), con xy # 0 avremo che la funzione non risulta
derivabile parzialmente rispetto ad x e ad y poiche non esistono i limiti

_ 2 \/
f(xo + h, £x0) — f(20, £20) — lim @ V220 l1m

illlir(l) h h—0
(S
. f(x07ix0+h)_f(x07j:x0) 1 V |:l:2h$0+h2| _ . V |h|
o h B I e L

(b) La funzione ammette derivata lungo la direzione v = («, ) nel punto (0, 0) se esiste

finito il limite L Bk
lim flah, fh) = =/|a? = 32| hm

h—0 h h—0 h

e quindi se e solo se risulta a? = 3%. Dunque la funzione risulta derivabile in (0,0) solo

lungo le direzioni 1y = (\/Li, \/Li)’ vy = (%, _\/Li)’ vy = (_%7 %) e vy = (_\/Li’ _%) per

le quali risulta gf (0,0)=0.

8. (a) La funzione data risulta definita e continua in tutto R2. Inoltre, essendo

2 2
Tr—y sex >y
f(w,y)z{

yP—x  sex <y’



possiamo affermare che la funzione risulta derivabile parzialmente in ogni punto (zg, yo) €
R? tale che zg # y2 con

0 0
a—i(fﬁoayo) =1 e 8_£<I0’y0> = —2yo sexg> 2/(2)

0 0
zig(xo,yo)== -1 e Eig(xo,yo)== 200 se zo < Yo

Rimane da discutere la derivabilita nei punti della parabola x = 3.
Nell’origine del piano si ha che la funzione non risulta derivabile parzialmente rispetto ad
x poiche non esiste i limite

lim f(h,0) — £(0,0) = lim 2]

h—0 h h—0 h

mentre risulta derivabile parzialmente rispetto ad y con

7 L L

La funzione non risulta inoltre derivabile parzialmente nei restanti punti della parabola
x = y?. Infatti, nel punto (v, yo), con yo # 0 avremo che la funzione non risulta derivabile
parzialmente rispetto ad x e ad y poiche non esistono i limiti

2 h - 2 2 h 2
i L W0+ y0) = flyosvo) _ Mo R —wsl _ (R
h—0 h h—0 h h—0 h
e
2 h) — 2 2 _ h)? h||2 h h
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

(b) La funzione ammette derivata lungo la direzione v = («, ) nel punto (0, 0) se esiste
finito il limite

o (@1, BE) = J(0,0) _ - Jah — (8h)

1]

— lim [hlla = B° _ o] lim
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

e quindi se e solo se risulta @« = 0. Dunque la funzione risulta derivabile in (0,0) solo

0
lungo le direzioni vy = (0, £1) per le quali risulta a—f(O, 0)=0.
Vg

. (a) La funzione data risulta definita e continua nel suo dominio D = {(z,y) € R?|z >
—1}. Inoltre, essendo



possiamo affermare che la funzione risulta derivabile parzialmente in ogni punto (zg, yo) €
R? tale che 1o # 2z con

0 — 2z 0

8_£(m0’ Yo) = —2log(1 + xp) + yi—i——xoo e 8—5(17072/0) = log(1+x9) se yo > 22
e

0 2x0 — 0

8_£(x0’y0) = 2log(1 + x9) + 1O+—%yO e 8—5(%7 Yo) = —log(1l + zo) se yo < 2xg

Rimane da discutere la derivabilita nei punti della retta y = 2.
Nell’origine del piano si ha che la funzione risulta derivabile parzialmente rispetto ad x
con

— log(1
97 0,0) = tim LD =FO0) _ ) RRllos(L 1)y op — g
Ox h—0 h h—0 h h—0
e risulta derivabile parzialmente rispetto ad y essendo f(0,y) = 0 per ogni y € R e dunque
of
—(0,0) = 0.
0.0

La funzione non risulta derivabile parzialmente nei restanti punti della retta y = 2.
Infatti, nel punto (xg,2z0), con o # 0 avremo che la funzione non risulta derivabile
parzialmente rispetto ad x e ad y poiche non esistono i limiti

_ flxo+ h,2x0) — f(x0,220) . [2h|log(1 420+ h) . |2h]
iy g = = e i
e
- f(wo, 2x0 + k) — f(wo,220) . |k|log(1 +x0) .|k
i g =l T = ek i

(b) La funzione risulta derivabile parzialmente in (0,0) inoltre

f(h,k) = £(0,0) = 3£(0,0)h — 3L(0,0)k |k —2k|log(1 + h)
im = lim

(h,k)—(0,0) Vh?+ k? (h,k)—(0,0) Vh? + k?

e passando alle coordinate polari abbiamo per ogni 6 € [0, 27] tale che sinf # 2 cos 6,

6 — 2psinf]log(1 0
lim o cos psin ] log(1 + p cos 6) = lim log(1+ pcos@)|cos® —2sinf| =0
p—0+t p p—0t

ed il limite risulta uniforme rispetto a 6. Infatti, poiche W

d > 0 tale che per |w| < ¢ risulta 0 < —log(}jw)

— 1 per w — 0, esiste

< 2 e dunque per 0 < p < 9 si ha

log(1 + pcos@
p cos 6

< 2|pcosf||cosf — 2sinf| < 6p

[log(1 4 pcos@)|cosh — 2sinf|| =

)' |pcosf|| cosf — 2sin 6|

per ogni #. Quindi

=0
(h,k)—(0,0) Vh? + k2




RICERCA DI MASSIMI E MINIMI LIBERI E SU DOMINI RISTRETTI

. Data la funzione f(z,y) = ey’

a) Determinarne massimi e minimi relativi nel suo dominio.

b) Determinarne massimi e minimi assoluti nel triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (0,1).
. Data la funzione f(z,y) = (z* + y*)e* ¥

a) Determinarne massimi e minimi relativi nel suo dominio.

b) Determinarne massimi e minimi assoluti nel triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (1,1).
. Data la funzione f(z,y) = 2 + y* + zy + 3z,

a) Determinarne massimi e minimi relativi nel suo dominio.

b) Determinarne massimi e minimi assoluti in A = {(z,y) € R?| %‘ <y<1}.

. Data la funzione f(z,y) = z(y + 1)e" Y,

a) Determinare, se esistono, massimi e minimi relativi nel suo dominio.

b) Scrivere ’equazione del piano tangente nel punto P(1,0)

. Data la funzione f(z,y) = 2% + 2y,

a) Determinarne, se esistono, massimi e minimi relativi nel suo dominio.

b) Determinarne i punti di massimo e di minimo assoluti nell’insieme
D={(z,y) e R*|2* +y* < 1,y > 0}.

. Data la funzione f(z,y) = e@tD?+y=1)*

a) Determinarne, se esistono, massimi e minimi relativi nel suo dominio.

b) Determinarne i punti di massimo e di minimo assoluti nell’insieme
D= {(z,y) e R?||z| < 1,0 <y <2}
. Data la funzione f(z,y) = 2> — log Ty Y
Y

a) determinarne, se esistono, massimi e minimi relativi nel suo dominio,

b) determinarne massimi e minimi assoluti sul triangolo di vertici (1, 1), (2,1) e (2, 2).



8.

10.

11.

. Data la funzione f(x,y) =™,

Data la funzione f(z,y) = exy—yQ’

a) determinarne, se esistono, massimi e minimi relativi nel suo dominio,
b) determinarne massimi e minimi assoluti nel dominio

D={(z,y) eR?*|2* +4* <1,0<y, 0 <z}

2

a) determinarne, se esistono, massimi e minimi relativi nel suo dominio,
b) determinarne massimi e minimi assoluti nel dominio

D={(z,y) eR?*[2* +y*<1,0<y, 0<a}

Data la funzione f(z,y) = (3y — 1) log(2 + x)

a) Determinarne il dominio.
b) Determinarne, se esistono, massimi e minimi relativi nel suo dominio.

¢) Determinarne massimi e minimi assoluti nell’insieme
Q={(z.y) eR*]z| <1, [y| < 1}.

Data la funzione f(z,y) = (2o + 1)log(3 — y)

a) Determinarne il dominio.
b) Determinarne, se esistono, massimi e minimi relativi nel suo dominio.

¢) Determinarne massimi e minimi assoluti nell’insieme

Q=A{(z,y) eR?||z] <1, Jy| < 1}.

RISOLUZIONE



1. (a) La funzione risulta definita e di classe C? su tutto R?. Ne segue che gli eventuali punti
di massimi e minimi relativi saranno punti stazionari della funzione. I punti stazionari
sono le soluzione del sistema

o(w,y) = —2we” " =0
Hlr,y) =2yer " =0

che ammette come unica soluzione il punto O(0,0). Per determinare la natura di tale
punto stazionario valutiamo il determinante Hessiano. Essendo

82f 2_ g2
Sz @y) = (=2 + 4a”)e?

0 f -
v — AV

o2 f -
8_y2(x7 y) = (2+4y°)e

risulta
-2 0

Hf(0,0):‘ . 2‘:-4

Quindi O(0,0) non ¢ né punto di massimo ne punto di minimo e dunque la funzione non
ammette massimi e minimi relativi nel suo dominio.

(b) Essendo la funzione continua sul triangolo chiuso e limitato 7', dal Teorema di Weier-
strass la funzione ammette massimo e minimo assoluto in 7. Per quanto provato nel
precedente punto, la funzione non ammette punti stazionari interni al triangolo 7', dunque
massimo e minimo assoluti dovranno necessariamente appartenere alla frontiera 0T. Ab-
biamo che f(z,0) = e~ & funzione decrescente in 0, 1], quindi

max f(z,0) = f(0,0)=1 e min f(z,0) = f(1,0) = 1

z€[0,1] z€[0,1] e
Inoltre f(0,y) = e¥” & funzione crescente in [0, 1], quindi

max f(0,y) = f(0,1)=e e min f(0,y) = f(0,0) = 1.

yel0,1] y€[0,1]

Infine, f(z,1 — z) = '™ ¢ funzione decrescente in [0, 1], quindi

max f(z,1 —x)=f(0,1)=e e min f(z,1—2)= f(1,0)= 1

z€[0,1] z€[0,1] e

Riunendo quanto ottenuto, risulta che punto di massimo assoluto ¢ (0,1) e punto di
minimo assoluto ¢ (1,0).



2. (a) La funzione risulta definita e di classe C? su tutto R?. Ne segue che gli eventuali punti
di massimi e minimi relativi saranno punti stazionari della funzione. I punti stazionari
sono le soluzione del sistema

{%(Q:,y) =2z +2*+y*e* v =0

Fry) =2y —2> =y =0

che ammette come soluzioni il punto O(0,0) e P(—1,1). Per determinare la natura di tali
punti stazionari valutiamo il determinante Hessiano. Essendo

a2f 2 2\ r—y
Fpz (@ y) = 2+ 4w+ a7 +y)e
o2

Wgy(rv, y) = —(20 =2y +2* + y*)e” Y

0*f o

a_yg(‘rvy> =(2—dy+a2°+yH)e
risulta

20
Hf(0,0) = 0 9 ‘:4
Quindi O(0,0) ¢ punto di minimo relativo con f(0,0) = 0. Mentre risulta
0 2?2 _
Hf(_171) = ‘ 26_2 0 = —4e !

Quindi P(—1,1) non & né punto di massimo né punto di minimo. Dunque la funzione
ammette un solo punto di minimo relativo e nessun punto di massimo relativo nel suo
dominio.

(b) Essendo la funzione continua sul triangolo chiuso e limitato 7', dal Teorema di Weier-
strass la funzione ammette massimo e minimo assoluto in 7. Per quanto provato nel
precedente punto, la funzione non ammette punti stazionari interni al triangolo 7', dunque
massimo e minimo assoluti dovranno necessariamente appartenere alla frontiera 07T. Ab-
biamo che f(x,0) = x%e® & funzione crescente in [0, 1], quindi

max f(z,0) = f(1,0)=e e min f(z,0)= f(0,0) = 0.

z€[0,1] xz€(0,1]
Inoltre f(z,x) = 22? ¢ funzione crescente in [0, 1], quindi

max f(x,z) = f(1,1) =2 e min f(z,z)= f(0,0) =0.

z€[0,1] z€[0,1]

Infine, f(1,y) = (1 + y*)e’ ¥ & funzione decrescente in [0, 1], quindi

max fy)=f(1,0)=¢ e Jnin, fy)=f(1,1) =2

Riunendo quanto ottenuto, risulta che punto di massimo assoluto ¢ (1,0) e punto di
minimo assoluto ¢ (0, 0).



3. (a) La funzione risulta definita e di classe C? su tutto R%. Ne segue che gli eventuali punti
di massimo e minimo relativi saranno punti stazionari della funzione. I punti stazionari
sono le soluzione del sistema

{%(sv,y)=2x+y+3:0

Uz, y)=2y+2=0

che ammette come unica soluzione il punto P(—2,1). Per determinare la natura di tale
punto stazionario valutiamo il determinante Hessiano. Essendo

0 f B o*f B o*f B

risulta
2 1
e =] 1]
Quindi P(—2,1) & punto di minimo relativo con f(—2,1) = —3.

(b) Osserviamo innanzitutto che A ¢ un triangolo chiuso di vertici i punti O(0,0), P(—2,1)
e Q(2,1). Essendo la funzione continua sull’insieme chiuso e limitato A, dal Teorema di
Weierstrass la funzione ammette massimo e minimo assoluto in A. Per quanto provato
nel precedente punto, la funzione non ammette punti stazionari interni al triangolo A,
dunque massimo e minimo assoluti dovranno necessariamente appartenere alla frontiera
OA. Abbiamo che f(x,1) = 2? + 4z + 1 & funzione crescente in [—2, 2], quindi

max f(xz,1)=f(2,1)=13 e min f(z,1)= f(-2,1) = -3.
z€[—2,2] z€[—2,2]

Inoltre f(z,%) = I2?+ 3z & funzione crescente in [0, 2], quindi

max f(a:,f) =f(2,1)=13 e min f(ac,g) = £(0,0) = 0.

z€[0,2] 2 z€[0,2]

Infine, f(z,—%) = 322 + 3z ¢ funzione crescente in [—2, 0], quindi

x x
— )= f(0.0)=0 i ——) = f(-2,1) = -3.
Jmax f(z,—5) = 1(0,0) e min f(z,—5)=/(-21)
Riunendo quanto ottenuto, risulta che punto di massimo assoluto & Q(2,1) e punto di
minimo assoluto ¢ P(—2,1).

4. (a) La funzione risulta definita e di classe C? su tutto R%. Ne segue che gli eventuali
punti di massimo e di minimo relativi saranno punti stazionari della funzione. I punti
stazionari sono tutte e sole le soluzioni del sistema

{%(ﬂfay)Z(erl)(ﬂ?Jrl)em_y:U . {(x+1)(y+1):0

(x,y) = —ayerv =0 zy =0



che ammette come soluzioni i punti Pi(—1,0) e P»(0,—1). Per determinare la natura di
tali punti stazionari valutiamo il determinante hessiano. Essendo

O (w) = -+ Dl + 20
L w) = st e
L) = aly = Ve
risulta
Hf(-1,0) = e; 6(_)1 —e 20

ed essendo %(—1,0) = e~! > 0, otteniamo che P;(—1,0) & punto di minimo relativo.
Mentre essendo

=—e2<0

otteniamo che P,(0,1) non & né punto di massimo né punto di minimo relativo. Ne segue
che la funzione ammette un solo punto di minimo relativo e nessun punto di massimo
relativo nel suo dominio.

(b) Ricordando che 'equazione del piano tangente al grafico di f(z,y) in (2o, o) €

of of

z = f(x0,%0) + %(Sﬁo,yo)(l’ —x9) + a—y(iﬁo, Y0)(Y — %),

essendo f(1,0) =e, g—i(l,O) =2ce g—g(l,O) = 0 otteniamo che
z=e+2e(r—1)=2ex—c¢
e 'equazione del piano tangente cercata.

. (a) La funzione risulta definita e di classe C* su tutto R?. Ne segue che gli eventuali punti
di massimi e minimi relativi saranno punti stazionari della funzione. I punti stazionari
sono le soluzione del sistema

{%(az‘,y) =2r=0

Gy =4y =0

che ammette come unica soluzione il punto O(0,0). Per determinare la natura di tale
punto stazionario valutiamo il determinante Hessiano. Essendo

0 f B 0*f B 0*f B
@(l’,y)—l axay<x7y)_0 € a_yg(xay)_4




risulta

Hf(0,0):‘ ‘:8

20
0 4
Quindi O(0,0) e punto di minimo relativo.
In alternativa, osservato che f(0,0) = e che f(x,y) > 0 per ogni (z,y) # (0,0) si poteva
direttamente concludere che O(0,0) ¢ punto di minimo assoluto per f(z,y) in R2.

(b) Essendo la funzione continua sul dominio chiuso e limitato D, dal Teorema di Weier-
strass la funzione ammette massimo e minimo assoluto in D. Per quanto provato nel
precedente punto, la funzione non ammette punti stazionari interni a D, dunque massimo
e minimo assoluti dovranno necessariamente appartenere alla frontiera 9D. Abbiamo che
f(x,0) = 2% & funzione crescente in [0, 1] e decrescente in [—1,0], quindi

min _f(z,0) = f(0,0)=0 e max f(x,0)= f(£1,0)=1.

z€[—1,1] z€[—1,1]

Una parametrizzazione della restante parte della frontiera 0D e data da y = v/1 — x2 con
€ [-1,1]. Usando tale parametrizzazione otteniamo f(x,v/1 — x2) = 2 — x?, funzione
crescente in [—1, 0] e decrescente in [0, 1], quindi
Ir[lax]f(:z;, vV1—2%)=f(0,1)=2 e n[lin ]f(x, V1—2?%) = f(£1,0) = 1.
ze[—1,1 ze[-1,1
In alternativa, un’altra parametrizzazione dell’arco di circonferenza della frontiera 0D
¢ data utilizzando le coordinate polari: = = cosf e y = sinf con 6§ € [0,7]. Usando

tale parametrizzazione otteniamo f(cosf,sin @) = 1+ sin?#, funzione crescente in [0, Z] e

)
decrescente in |7, 7], quindi

max f(cos@,sinf) = f(0,1) =2 e min f(cosf,sinf) = f(£+1,0) = 1.
6€[0,n] 0€l0,7]

Riunendo quanto ottenuto, risulta che punto di massimo assoluto & (0,1) e punto di
minimo assoluto ¢ (0, 0).

. (a) La funzione risulta definita e di classe C? su tutto R?. Ne segue che gli eventuali punti
di massimo e minimo relativo saranno punti stazionari della funzione. I punti stazionari
sono le soluzione del sistema

an (ZE y) = 2(3 + A + 2I2)€(x+1)2+(y_1)2

0x2’ :

o*f 2 2
=4 Dy — 1e@+D?+@-1)

(%ﬁy(x’ y) =4z +1)(y —1e

o*f

g7 (@) = 23 — 4y + 2yl O

risulta

|



Quindi P(—1,1) ¢ punto di minimo relativo. In alternativa era sufficiente osservare che
f(=1,1) = 1 e che f(x,y) > 1 per ogni (z,y) € R% Quindi P(—1,1) risulta punto di
minimo assoluto.

(b) Essendo la funzione continua sull’insieme chiuso e limitato D, dal Teorema di Weier-
strass la funzione ammette massimo e minimo assoluto in D. Per quanto provato nel
precedente punto, la funzione non ammette punti stazionari interni a D, dunque massimo
e minimo assoluti dovranno necessariamente appartenere alla frontiera 0D. Abbiamo che
f(x,0) = f(z,2) = e@t’+1 & funzione crescente in [—1,1] e quindi

min f(z,0) = f(—=1,0) =e e max f(x,0)= f(1,0) = ¢

z€[—1,1] z€[—1,1]

min f(z,2) = f(—=1,2) =e e max f(z,2)=f(1,2)=¢".

z€[—1,1] z€[-1,1]

Inoltre, f(—1,y) = e®Y* & funzione decrescente in [0, 1] e crescente in [1,2], quindi

min f(—1,y) = f(-1,1) =1 e max f(—1,y) = f(—1,0) = f(—1,2) =e.

y€[0,2] y€[0,2]

Analogalmente, f(1,y) = e**®=1* & funzione decrescente in [0,1] e crescente in [1,2],
quindi

ylgl[(i)l’g]f(l,y)=f(1,1):e4 e yren[g?;]f(l,y)zfﬂ,o)=f(1,2)=€5~

Riunendo quanto ottenuto, risulta che punto di minimo assoluto ¢ P(—1, 1) mentre punti
di minimo assoluto sono Q(1,0) e R(1,2).

. (a) La funzione risulta definita e di classe C? sul suo dominio D = {(z,y) € R? | zy > 0}.
Essendo il dominio insieme aperto, ne segue che gli eventuali punti di massimo e minimo
relativo saranno punti stazionari della funzione. I punti stazionari sono le soluzioni del
sistema

che ammette come soluzioni i punti Pi(ﬂ:\%, —1). Essendo P, ¢ D, si ha che 'unico

punto stazionario della funzione e P,(—\/Li, —1). Per determinare la natura di tale punto
stazionario valutiamo il determinante Hessiano. Essendo

P’ o f - i P
@(%y)—QJF— ax—%(l”y)—o e a—yz(%y)——E

risulta



Quindi P_(—\/Li, —1) ¢ punto di sella e la funzione non ammette punti di massimo e di
minimo relativo nel suo dominio.

(b) Essendo la funzione continua sul triangolo chiuso e limitato 7', dal Teorema di Weier-
strass la funzione ammette massimo e minimo assoluto in 7. Per quanto provato nel
precedente punto, la funzione non ammette punti stazionari interni a 7', dunque massimo
e minimo assoluti dovranno necessariamente appartenere alla frontiera 97'. Abbiamo che

f(x,1) = 2% —logz + 1 & funzione crescente in [1, 2] (% =2z — 1 >0in [1,2]) e quindi

min f(z,1) = f(1,1) =2 e max f(z,1) = f(2,1) =5 —log 2.

z€[1,2] z€[1,2]
Inoltre, f(2,y) =4 — log% + y ¢ funzione crescente in [1, 2] (g—i = i +1>0in[1,2]) e
dunque

min f(2,y) = f(2,1) =5-1og2 e max f(2,y) = f(2,2)=6
ye[1,2] y€[1,2]

Infine, f(z,z) = 2* + x ¢ funzione crescente in [1, 2] (g—i =2x+1>0in [1,2]) da cui

min f(z,z) = f(1,1) =2 e max f(z,x)= f(2,2) =6.

z€[1,2] y€[1,2]

Riunendo quanto ottenuto, risulta che punto di minimo assoluto & P(1,1) mentre punto
di minimo assoluto & Q(2,2).

. (a) La funzione risulta definita e di classe C? su tutto R?. Ne segue che gli eventuali punti
di massimo e minimo relativo saranno punti stazionari della funzione. I punti stazionari
sono le soluzione del sistema

TU—12
{%(%y)=y6y =0

8 (1,y) = (x — 29)e™ ¥ =0

che ammette come unica soluzione il punto O(0,0). Per determinare la natura di tale
punto stazionario valutiamo il determinante Hessiano. Essendo

0*f -

W(%y) = yPe™ Y,

82 2 2
pe gy(fv, y) = eV +y(x —2y)e™ Y

2

g_zj;(x’ y) = —2e™7Y 4 (x — 2y)%e™V Y

risulta
Hf(0,0):’ 01 ‘:_1



Quindi O(0,0) non ¢ ne’ punto di minimo relativo ne’ punto di massimo. Ne segue allora
che la funzione non ammette massimi e minimi relativi nel suo dominio.

(b) Essendo la funzione continua sull’insieme chiuso e limitato D, dal Teorema di Weier-
strass la funzione ammette massimo e minimo assoluto in D. Per quanto provato nel
precedente punto, la funzione non ammette punti stazionari interni a D, dunque massimo
e minimo assoluti dovranno necessariamente appartenere alla frontiera 0D. Abbiamo che
f(z,0) =1 ¢ funzione costante in [0, 1]. Inoltre, f(0,y) = e v* & funzione decrescente in
0, 1], quindi

max f(0,y) = f(0,0) =1 e min f(0,y) = f(0,1) =

z€[0,1] z€[0,1]
Infine, utilizzando le coordinate polari z = cos f e y = sin # otteniamo che f(z,v1 — z?) =
g(0) = esin?eos0=5%0 qove § € [0, Z]. Per studiare la monotonia di tale funzione osserviamo
che posto h(f) = sinf cos @ — sin” 0 risulta

R (6) = cos®§ — sin® § — 2sin @ cos § = cos(260) — sin(26)
e dunque che h/(6) > 0 se e solo se 0 < 20 < 7, ovvero 0 < 6 < 5+ Ne segue allora che

h(0) risulta strettamente crescente in [0, §], strettamente decrescente in [§, 7] e dunque
che - -
h(f) = h(=) =al in h(f) =h(=)=—1.
o @) =h(g)=a" e i (0) = h(3)

Essendo 'esponenziale funzione crescente, ne deduciamo che

T T
max g(f) =g(5) =€ e min g(d) = —)=et
max (0) = 0(5) min o(0) = 9(5)
Riunendo quanto ottenuto, risulta che punto di massimo assoluto ¢ P(cos g, sin §) e punto
di minimo assoluto ¢ O(0, 1).

9. (a) La funzione risulta definita e di classe C? su tutto R%. Ne segue che gli eventuali punti
di massimo e minimo relativo saranno punti stazionari della funzione. I punti stazionari
sono le soluzione del sistema

{3£<x ) = (y — 2)e " =0

0 ry) = e =0

che ammette come unica soluzione il punto O(0,0). Per determinare la natura di tale
punto stazionario valutiamo il determinante Hessiano. Essendo

9% f

@(x,y) — 2" (y — 21)%e™Y z?
82 —z2 ry—x?
&cgy (z,y) = ™" +a(y — 2x)e™

2

flen=am

si ha che sm z \/2 —V2e cos z \/ 2+v2 2, da cui a = ‘[2_1



risulta
-2 1

1 0

Quindi O(0,0) non & ne’ punto di minimo relativo ne’ punto di massimo. Ne segue allora
che la funzione non ammette massimi e minimi relativi nel suo dominio.

Hf(0,0) = =1

(b) Essendo la funzione continua sull’insieme chiuso e limitato D, dal Teorema di Weier-
strass la funzione ammette massimo e minimo assoluto in D. Per quanto provato nel
precedente punto, la funzione non ammette punti stazionari interni a D, dunque massimo
e minimo assoluti dovranno necessariamente appartenere alla frontiera 0D. Abbiamo che
f(0,y) = 1 ¢ funzione costante in [0, 1]. Inoltre, f(z,0) = e~ & funzione decrescente in
0, 1], quindi

max f(r,0) = f(0,0)=1 e min f(x,0) = f(1,0) =e .

y€[0,1] y€e[0,1]
Infine, utilizzando le coordinate polari x = cos @ e y = sin § otteniamo che f(1/1 — y2,y) =
g(0) = esinfcost—cos®0 qoye § e [0, Z]. Per studiare la monotonia di tale funzione osservi-
amo che posto h(f) = sinf cos § — cos? 6 risulta

R'(8) = cos? 6 — sin? 6 + 2sin f cos @ = cos(26) + sin(20)

e dunque che A/(0) > 0 se e solo se 0 < 20 < %”, ovvero 0 < 0 < %’T. Ne segue allora che

h(9) risulta strettamente crescente in [0, 3], strettamente decrescente in [2F, Z] e dunque
che 3
7T T
max h(f) =h(—)=a® e min k() =h(=)=—1.
96[0,%: ( ) ( 8 ) 0€[0,5 ( ) <2)

n nenzi unzione cr nte, n uciam
Essendo 'esponenziale f one crescente, ne deduciamo che
3

T
0) = g(=—) = e~ i 0) =qg(=) =e L.
eren[%}g( ) =g( 8) ¢ e min 9(0) 9(2) e

Riunendo quanto ottenuto, risulta che punto di massimo assoluto ¢ P(cos T, sin §) e punto
di minimo assoluto ¢ O(0, 1).

10. (a) La funzione risulta definita e di classe C? in tutto il suo dominio

D ={(x,y) |z > —2}.

(b) Gli eventuali punti di massimo e minimo relativo saranno punti stazionari della fun-
zione ovvero le soluzione del sistema

2 (r.g) = et =
O (2,y) = 3log(2+z) = 0

By

2sihauchecos?’%:%\/2—\/§esin%’r:%\/2-1-\/57 dacuia:%



che ammette come unica soluzione il punto P(—1, %) Per determinare la natura di tale
punto stazionario valutiamo il determinante Hessiano. Essendo

aQ_f(x ):_ﬂ
92 7Y (24 x)%
0% f (2,y) = 3
Oxdy Ty
0*f
a_yg(xay)zo
risulta .
0 3
Hf(_lag) 3 0’_9

Quindi P(—1, %) non ¢ ne’ punto di minimo relativo ne’ punto di massimo. Ne segue
allora che la funzione non ammette massimi e minimi relativi nel suo dominio.

(c) Essendo la funzione continua sull’insieme chiuso e limitato D, dal Teorema di Weier-
strass la funzione ammette massimo e minimo assoluto in D. Per quanto provato nel
precedente punto, la funzione non ammette punti stazionari interni a D, dunque massimo
e minimo assoluti dovranno necessariamente appartenere alla frontiera 0D. Abbiamo che
f(=1,y) = 0 ¢ funzione costante in [—1,1], mentre f(1,y) = (3y — 1)log3 ¢ funzione
crescente in [—1, 1], quindi
max f(l,y) = f(1,1) =2log3 e min f(l,y) = f(1,—1) = —4log3.

ye[flvl] ye[fl’l}
Si ha poi che f(xz,—1) = —4log(2+ z) ¢ funzione decrescente in [—1, 1], mentre f(z,1) =
2log(2 + x) e funzione crescente in [—1, 1], quindi

max f(z,—1)=f(-1,-1)=0 e min f(z,—1)= f(1,—1) = —4log3.

z€[—1,1] ze[—1,1]
max f(x,1) = f(1,1) =2log3 e min f(z,1)= f(—1,1)=0.
ze[—1,1] z€[—1,1]
Riunendo quanto ottenuto, risulta che punto di massimo assoluto ¢ P(1,1) e punto di
minimo assoluto ¢ P(1, —1).
. (a) La funzione risulta definita e di classe C* in tutto il suo dominio

D = {(=,y)|y < 3}.

(b) Gli eventuali punti di massimo e minimo relativo saranno punti stazionari della fun-
zione ovvero le soluzione del sistema

{%(%y) =2log(3 —y) =0

B,y = -5 =0



che ammette come unica soluzione il punto P (—%, 2). Per determinare la natura di tale
punto stazionario valutiamo il determinante Hessiano. Essendo

82f($ ) —0 0% f (o.y) = -2 an(z y__2o+]
81’2 ay - Y away 7y - 3_y7 8y2 ay - (3_y>27
risulta )
0 -2
Hf(_EaQ)_‘ -2 0 ‘__4

Quindi P(—%,Q) non ¢ ne’ punto di minimo relativo ne’ punto di massimo. Ne segue

allora che la funzione non ammette massimi e minimi relativi nel suo dominio.

(c) Essendo la funzione continua sull’insieme chiuso e limitato D, dal Teorema di Weier-
strass la funzione ammette massimo e minimo assoluto in D. Per quanto provato nel
precedente punto, la funzione non ammette punti stazionari interni a D, dunque massimo
e minimo assoluti dovranno necessariamente appartenere alla frontiera 9D. Abbiamo che
f(—=1,y) = —log(3 — y) ¢ funzione crescente in [—1,1] mentre f(1,y) = 3log(3 —y) ¢
funzione decrescente in [—1, 1], quindi

max f(—1,y) = f(—-1,1)=—log2 e min f(-1,y) = f(—1,—1) = —log4.

ye[flvl] ye[le]

mentre

max f(1,y) = f(1,—1)=3logd e min f(1,y) = f(1,1) =3log2.
yG[—l,I] yE[—l,l]
Si ha poi che f(z,—1) = (2z+1)log4 e f(x,1) = (2x + 1) log 2 sono funzioni crescenti in
[—1,1], quindi
max f(xz,—1)= f(1,-1) =3logd e min f(z,—1)= f(—1,—1) = —log4.

z€[—1,1] z€[—1,1]

max f(x,1) = f(1,1) =3log2 e min f(z,1)= f(—1,1) = —log?2.

ze[—1,1] ze[—1,1]

Riunendo quanto ottenuto, risulta che punto di massimo assoluto ¢ P(1,—1) e punto di
minimo assoluto ¢ P(—1, —1).



INTEGRALI DOPPI

. Dato il dominio piano omogeneo FE = {(x,y) € R? [4z* +y? <4, 0 <y < 2z}
a) Determinarne l'area.

b) Determinarne il baricentro.
. Dato il corpo piano omogeneo D = {(x,y) e R* |1 <22+ <4, 0 <y <z},

a) Determinarne le coordinate del baricentro.

b) Calcolare / / Y dz dy.
DT

. Calcolare // zydrdy essendo D = {(z,y) e R*|2* +y* < 2,0 <z < y? y > 0}
D

. Calcolare il flusso del campo F(z,y, z) = (y?, x, z) attraverso la superficie

S={(z,y,2) eER} |z =0 +9* 1 <2< 4}

. Calcolare / / / z? + y? dedydz essendo
E

E={(z,y,2) e R |22+ 42 <1,0< 2 < /4 —a2— 2},
. Calcolare il baricentro del corpo piano

E={(z,y) eR*|2* +¢* <1,y >3z}
di densita di massa o(x,y) = y.
. Calcolare il baricentro del corpo piano

E={(z,y) eR*|2® +¢* <1,z > V3Jy|}
di densita di massa o(x,y) = x.
. Determinare il baricentro del corpo piano
D={(z,y)|1 <2’ +y* <4, >0,y >0}

di densita di massa o(z,y) = z.



RISOLUZIONE

1. Per calcolare l'integrale m(E) = / / dxdy passiamo alle coordinate ellittiche ponendo
E

x = pcost

y = 2psind
I dominio F risulta immagine mediante le coordinate ellittiche del rettangolo 2T =
{(p,0)|p€0,1], 0 [0, F]} essendo (‘/75, V/2), punto di intersezione dell’ellisse 22+ % =1

con la retta y = 2z, corrispondente alle coordinate cilindriche p = 1 e § = 7. Poiche il

determinante della matrice Jacobiana della trasformazione ¢ pari a 2p otteniamo

L}
m(E) = //E dxdy = //T 2pdpdh = /0 /0 2pdpdf = %

(b) Utilizzando sempre le coordinate ellittiche per il calcolo degli integrali, otteniamo che
le coordinate del baricentro sono

1 4 4 (i [T 4+/2
xoz—// :Uda:dyz—// 2P20059d0d9:—/4/ QPQCOSGdeHZ_\/__
m(E) JJg T JJr m™Jo Jo ™3
(§]

1 4 4 (5 [t 4.4 2V2
=—— drdy = — 4p? sin Odpdh = — 4p? sin Odpdh = — (= — ==
= et [ [ vy = 2 [ agsinoapao = = [* [Fagisinoapan - 25 -2

2. (a) Per determinare le coordinate del baricentro, osserviamo innanzitutto che essendo
I’area della corona circolare {(z,y) € R*|1 < 22+ y? < 4} pari a 37, Parea del corpo D &

data da m(D) = %71’. Per calcolare l'integrale x dzdy passiamo alle coordinate polari
D

x = pcosb
y = psinf
Allora il dominio D risulta immagine mediante tale trasformazione del rettangolo T =

{(p.0)|pel,2],0€0,%F]}. Poiche il determinante della matrice Jacobiana della trasfor-
mazione € pari a p otteniamo

™ 2 3 2 -
//xdxdy:// p%os@d,odé’:/4/ p* cos 8 dpdf = L [sin&]gzz\/i
D T 0 1 3 1 6

Ne segue che ’ascissa del baricentro di D e

ponendo

1 8 7V2 2842
rTg = —— rdrdy = —— = ——
m(D) JJp 3r 6 9 w



y dxdy passiamo alle coordinate polari. Si

Analogalmente, per calcolare I'integrale / /
D

ottiene
T r2 p3 2 i 7
// ydxdy = // p* sin @ dpdf = / / p*sin 6 dpdf = [—} [—cosf]d = =(2—V2)
D T o Ji 314 6
Ne segue che l'ordinata del baricentro di D ¢
R

yazﬁ//ﬂ)ydxdyZ%g@—\/ﬁ) 5 =

(b) Utilizzando sempre le coordinate polari, otteniamo
212
Ed 2 3
p_] [—log|cosb|]g = 5(—1og \/7—) = Z—LlogZ

1

// ydxdy://ptanﬁdpcwz{
DT T 2

xydxdy, osservato che

22 +y? =2 r=1
=
x =y y==+1,

3. Per calcolare 'integrale / /
D

possiamo procedere in tre differrenti modi.
I. Il dominio D & normale rispetto a x con D = {(x,y) |z € [0,1], Vo <y < V2 —22} e

dalle formule di riduzione otteniamo:
1 V2—22 1 yg V2—z2
// a:yda:dy:/(/ xydy)d:c:/ x[—] dx
D 0 Jyvz 0 2 Nz
1 1 4 371 5
:_/ 2x—x3—x2dx:_x2_x__x_ _ 2
2 /o 2 43, 4

II. 1l dominio D ¢ normale rispetto a y con D = Dy U Dy essendo
Dl:{(xay)|ye[071]a0§x§y2} S DQZ{(xay)|y€[17\/§]7OSJ7S\/2_y2}
dalle formule di riduzione e dall’additivita dell’integrale otteniamo

// xy drdy = // xy dxdy + // xy dxdy
D Dy Do
1 py? V2 2—y2
—/(/ xydm)dy—i—/ (/ xydx) dy
o Jo 1 0

2

1 272 V2 272y
X X
= [ y|= dy+/ y{—} dy
/0 [2]0 ! 2],
1 V2 14510 1 12 5
2y —yPdy = = | = Sl ==

11
5

= dy + =

/0?/ Y 5



III. Utilizzando le coordinate polari poniamo

x = pcosb

y = psinf
I1 dominio D risulta immagine mediante le coordinate polari del dominio 7" = {(p,0) |0 €
[2.2], p € [£%%2,V/2]}. Dalle formule di cambiamento di variabili e di riduzione (T &

)
sin® 0’
dominio normale rispetto a 6) otteniamo

jus

~rV2
// xydxdy = // p® cos sin Odpdh = / (/ p° cos f sin Odp)df
D T ™ cos 60

4 sin2 6
us V2 z
5 4 2 1 5 0
_/ cosfsinf L d@-/ cos@sin@——%d&
x 4 | coso x sin’ 6
sin< 0

[NIE}

_ sin’ @ 7+ 1 [costo %_ 5
2 |, 24 |sin®0|. 24
4

. Per calcolare il flusso ®(F') = / F(z,y, z) -Ndo, determiniamo innanzitutto una parametriz-

INE]

S

zazione della superficie S. Utilizzando le coordinate cilindriche abbiamo che & = (T')
essendo

x = pcosb

@: Qy=psinf dove (p,0) € T =[1,2] x [0, 27].

z = p?

Risulta allora ¢,(p,8) = (cos,sinf,2p) e po(p,0) = (—psind, pcosd,0) e quindi
0P 0) N pa(p, 0) = (—2p” cos 0, —2p sin* 0, p).

Allora, dalle formule di riduzione, otteniamo:

B(F) = / F(z,y,2) - Ndo = / / F(o(p,0)) - 0,(0.0) A go(p,0) dp df
= // —2p* cosOsin? @ — 2p® sin O cos § + p* dp db
T

2
(/ —2p* cos Osin? 0 — 2p® sin 6 cos O + pdf)dp
0

1
—

2w

2 .3 .2
0 0
_ / {—ZP sin®f 2 sind p39] dp
1 3 2 0

2

2 4
p 15




In alternativa, osservato che la superficie S ¢ descritta dall’equazione cartesiana z = x24y?
con (z,y) € D ={(z,y) € R?|1 < 2% + y* < 4}, abbiamo che § = 1)(D) essendo

r=1u
viqy=v dove (u,v) € D = {(u,v) € R?|1 <u? +0” < 4}.
z=u?+v?

Risulta allora v, (u,v) = (1,0, 2u) e ¥, (u,v) = (0,1, 2v) e quindi
Uy (u,v) Ay (u,v) = (—2u, —2v, 1).

Allora, dalla definizione di flusso otteniamo:

/F x,y,z)do = // (u, )y (u, V) Ay (u, v) du dv = // —2uv? —2uv+u’+vidu dv

D
,- . . o . . u = pcost
Per calcolare I'integrale doppio possiamo utilizzare le coordinate polari ponendo "
v = psin
Il dominio D risulta immagine mediante le coordinate polari del dominio
T ={(p,0)]0 €[0,2n], p € [1,2]}
Dalle formule di cambiamento di variabili e di riduzione otteniamo
/ F(x,y,z) - do = // (—2p” cos fsin® § — 2p? sin 6 cos 0 + p*)pdp df
S T
2 2w 15
= / (/ —2p* cos §sin? 0 — 2p® sin 0 cos 0 + p*df)dp = o7
1 Jo

. Il dominio £ risulta dominio normale rispetto al piano (z,y) con

E={(z,y,2)|(z,y) € D,0 <2< +/4—22—y2}dove D = {(x,y) |2* + 3> < 1}

Dalle formule di riduzione risulta

4— m2fy
/// 4y dedydz = // / v+ dz)dedy = // (22 +y*) /4 — 22 — y2dxdy
D

e passando alle coordinate polari otteniamo

ot 4 s 1 2k 64 11
= [ VIR =2 a7 - - | e Ve
0 0

0

In alternativa, osservato che 'intersezione tra il cilindro 22 +1? = 1 e la sfera 2> +y%+2% =
4 ¢ data da

$2+y2:1 $2+y2:1 x2+y2:1
2 2 2 _ — 2 _ Aand _
vyt +z24=4 z2=3 2 =43



potremo scrivere £ = E; U Ey dove
El:{(‘ray7z)|ze[07\/§]7(x7y)€D} € EQ:{(x7yaz)’ZE[\/§72]7 ('Tay>€Dz}

essendo D = {(z,9) |22+ 4y*> <1} e D, = {(z,y) |2®> + 3> < 4 — 2%} se z € [V/3,2]. Dalle
formule di riduzione si ottiene allora

V3 2
/// 22 + y? dedydz :/ (// 2+ y? dady)dz +/ (// 2+ y? dady)dz
E 0 D V3 2

ed utilizzando le coordinate polari per calcolare I'integrale doppio si ha

///E oty dudydz = /0ﬁ</02ﬂ</01f03 dp)df)dz + /;(/OZW(/OW/F’ dp)df)d:

V3 2 572

8
:/ zdz—l—/ E(4—z2)2dz:z\/§+z {162——23—4—2—}
o 2 /52 2 2 3° T 5] 4

6. Utilizzando le coordinate polari poniamo
x = pcosb
y = psinf

Il dominio D risulta immagine mediante le coordinate polari del dominio T'= {(p,0) |6 €

15,5, p €[0,1]}. Dalle formule di cambiamento di variabili e di riduzione otteniamo

4m

m(D) = // ydxdy = // 0% sin Odpdf = / ’ sin 6dO / pidp = 3
D T T 0

Denotate con (zp,yp) le coordinate del baricentro otteniamo

4m

= 1
xB:?)// yxdxdy:3//p3(:08981n9dpd9:3/3 cosesmede/ pidp =0
D T z 0

mentre

w

4

in 1
Yyp = 3// yidedy = 3// p®sin? fdpdh = 3/ ’ sin® d# / pPdp = §7r.
D T ™ 0 8

3

7. Il dominio D risulta immagine, mediante le coordinate polari, del dominio T' = {(p, ) | 6 €
[—%. 5, p € [0,1]}. Dalle formule di cambiamento di variabili e di riduzione otteniamo

allora che
i 1 1
m(D):// ydxdy://p%os@dpdﬁz/ COS@dQ/ prdp = =
D T — 0 3

e



Denotate con (zp,yg) le coordinate del baricentro otteniamo

2 3 2 L
a:B:3//xdxdy:3//p oS (9d,0d9:3/ cos” 0 df
D T _

[SE]

_§[ 2k Z+3\/§
N 4 8

5 0+cos€sin9]§% [p_ ) 16

1
/ P’ dp
0

mentre, dalla simmetria del dominio e della densita di massa rispetto all’asse z deduciamo

che yp = 0.

. Il dominio D risulta immagine mediante le coordinate polari del dominio

T={(p,0)]6 € [0, 5] p € [1.2]).

Dalle formule di cambiamento di variabili e di riduzione otteniamo

z 2
m(D)://mdxdy:// p2costpd9:/zcosé’d9/ Pdp= 1
D T 0 1 3

Denotate con (zp,yg) le coordinate del baricentro otteniamo

3 2 3 3 2 3% 3
rp = - xédxdy = - p° cos” Odpdf = = cos” 6 df p’dp
D T 0 1

3 _ L4 2 45
=75 [0+ sinf cos 0] [p']] = 57"

mentre

3 3 5 3 (% 2y
Yp = = rydrdy = = p°sinf cos 6 dpdf = — sin 6 cos 6d6 p’dp
7JJp “JJr 7 Jo 1

2 45

3 . m
3 )} [ -2

T 56



INTEGRALI TRIPLI

. Dato il solido E ottenuto dall’intersezione del cono z < 1 — /22 + y? con il paraboloide
2> 2?4+ y? 5.

a) Determinarne il volume.
b) Determinarne le coordinate del baricentro.
. Dato il solido D = {(z,y,2) € R*|1 =2 <a?+¢> <1- 2 » <2},

a) Determinarne il volume.

b) Calcolare /// 22 + o dedydz.
D

. Sia D il solido delimitato dai paraboloidi z = 2% + y? e z = 4 — 2% — ¢

a) Determinarne il volume.

b) Determinarne le coordinate del baricentro.

. Calcolare il volume del solido F = {(z,y,2) e R* |22 + 3> < 1,0 < 2 <2 + 22 + ¢?}

. Determinare il baricentro del corpo solido £ = {(z,y,2) € R3|2?2 +¢y?> < 2 < 6 —
V2% 4+ y?} di densita di massa costante.

. Determinare il baricentro del corpo solido £ = {(z,y,2) € R*|1 < a? +y? < 2 < 2} di
densita di massa o(x,y,z) = 2.

. Calcolare / / / x dxdydz essendo
E

E={(z,y,2) eR*|2” + 9> > 1,0 < 2 < 3— /22 +42}.
. Determinare il baricentro del corpo

E={(z,y,2) eR}|1 < /a2 +y2<4—2 2>0}
di densita di massa o(x,y, z) = 2.
. Calcolare il volume della regione

R={(z,y,2) ER*[3(a” +y) <z < 1 +2" +y°}.



RISOLUZIONE

1. (a) Osserviamo innanzitutto che 'intersezione tra il cono ed il paraboloide ¢ data da

z=2"4+y* =5 2+ yP=z2+5 2 +y?=4
e g
z2=1— /2?4 y? z2+5=(1-2z)> z=-1
Dunque F risulta dominio normale rispetto al piano (z,y) con
E={(z,y,2)|(z,y) € D, 2’ +y* =5 < 2 < 1—+/a? + y?} dove D = {(z,y) | 2° +-y* < 4}

Dalle formule di riduzione risulta allora

/// dudydz = // /x2+y v dz)dxdy = //]36 — Va2 +y? — (a¥ + y?)dady

e passando alle coordinate polari otteniamo

2 2 3 A 32
- 6— p— pP)pdp)dd = 2m |32 — - — L | =22
/ﬁ (jﬁ (6 —p— p°)pdp) ™ {;7 T 1 37
In alternativa, osservato che
E={(z,y.2)|z€[-51], (z,y) € D.}

dove D, = {(z,y) |2+ y* <5+ 2z} sez € [-5,—1] e D, = {(z,y) | 2* + v* < (1 — 2)?}
se z € [—1, 1], si ottiene

///d:cdydz—/ //zdxdydz—/ m(D

:/; 6+¢Mz+/¥(1—@%z-w%—z—+;yl Fz+;]t

=T

3

(b) Dette (xo, Yo, 20) le coordinate del baricentro, osserviamo che essendo il dominio sim-
metrico rispetto all’asse z risulta xy = yg = 0. Per determinare 2z, calcoliamo innanzitutto

I'integrale
I = /// zdxdydz
E

A tale scopo, procedendo come nel precedente punto, otteniamo

x2+y
I—// / z dz)dxdy = = // Va2 +2)? — (2 + y? — 5)2dxdy
z24+y2-5

=/0 </0 (L= p)* = (p* =) >pdp>de:/0 (/0 P+ 11— 25 — 24p dp)df

6
p® | Lipt 2p
W{ 6 4 3 ph "




o in alternativa

1 -1 1
1= / (// zdxdy)dz = / wz(5+ z)dz +/ 72(1 — 2)%dz = ... = =207
-5 z -5 —1

Quindi
—20 15
/// zdxdydz = W: —
8
. (a) Osserviamo innanzitutto che l'intersezione tra lellissoide z? + y* + % = 1ledil
paraboloide 1 — z = 22 + 42 ¢ data da

Dunque abbiamo D = D; U D essendo

2

D= {(@..2) |2 € D11, (@y) € Cu} dove C. = {(wy) |1 =2 a®+y* < 1= 5}

2
DQ: {(ZE,y,Z)|Z€ [172]a (I7y> eDm} dove DZ:{(x,y)|x2—l—y2 < 1_%}

Dalle formule di riduzione risulta allora

211 25
D N J— - f— . JE—
1) ///Dzd:vdydz ///zdajdydz 7T/Z dz ’/T|: 27] ="
31 20
m(Dy) = ///Ddedydz—/ //dedydz—w/ll—gdz—ﬁ[z—ﬁ] ﬁﬂ'

Quindi M (D) = m(Dy) +m(D3y) = 54

(b) Usando l'additivita dell’integrale triplo e quanto ottenuto nel precedente punto otte-

niamo
7= /// 2?4y drdydz = /// 2% + yAdrdydz + /// 2? + yPdadydz
D D, Do
1 2
_/ (// 2? + ydedy)dz +/ (// 2* + yidedy)dz
0 2 1 .



e passando alle coordinate polari otteniamo

/ /%/ o Pdp db) dz+/ /zﬂ/ o Pdpd)d=
2/(1—5) (1—22dz+ / de

2
_T[o2t 2 L7 27 _ 467
2 27 405 2 405 ~ 8107

(a) L'intersezione tra i due paraboloidi e data da

z=1x%+y> z=2
~
z=4— % — 22+t =2
Dunque abbiamo D = D; U Dy essendo

Dl:{(x7y7z>|ze [O’Q]a (ZL’,y) eCza} dove Cz:{(‘ray)|x2+y2§2}

DQZ{(ZE,y,Z)|Z€ [2a4]7 (xvy) eDzv} dove Dz:{(xay)|x2+y2 §4_Z}

Dalle formule di riduzione risulta allora

2 2 272
m(Dl):/// da:dydz:/(// dxdy)dzzw/ ZdZI7T|:z—:| =27
Dy 0 C. 0 2 1o
221"
m(Dy) = /// dxdydz-/ // d:):dydz:ﬂ/ 4—Zdz:7r{4z—5] =27
D2 z

2
Quindi M (D) = m(D;) + m(Ds) = 4x. In alternativa, osservato che

D={(z,y,2)|(x,y) € C, 2* +y* <z <4 —2a* —y*}dove C = {(z,y) | 2* +¢v* < 2}

si ottiene
4—g2—y?
///dmdydz-/// dxdy—Q//2—x2—y2dxdy
2492 C

da cui, passando alle coordinate polari,

2 V2 PL V2
D):2/ / (2 — p*)pdpdf = 47 {pQ——] = 47
0 0 4 0



(b) Osservato che il solido ¢ simmetrico rispetto all’asse z, dette (xg, yp, z5) le coordinate
del baricentro, risulta xg = yg = 0. Mentre

1
zp = —/// z dxdydz
A D

Procedendo come nel precedente punto, si ottiene

///Ddedydz:///DIdedde—i—///DQdedydz
:AZ(//szxdy)dz+/24(//Dzzdxdy)dz

2 4
8 16
:ﬂ'/ ZQdZ—f—ﬂ'/ 4z—22dz:§+—7r:87r
0 2

da cui zg = 2.

NOTA: la risoluzione dell’esercizio poteva semplificarsi osservando che il dominio risulta

simmetrico rispetto al piano z = 2 e dunque osservando che per simmetria si ha m(D;) =
m(Ds) e zp = 2.

. L’intersezione del cilindro 2% 4+ y? = 1 con il paraboloide z = 22 + y? + 2 ¢ data da

z=2+2%+y? 4y =1
<~
2?24+t =1 z2=3
Dunque FE risulta dominio normale rispetto al piano (z,y) con

E={(z,y,2)|(x,y) €D,0<2<2+2*+4*} dove D= {(z,y)|2*+y*> <1}

Dalle formule di riduzione risulta allora

2+a24y?
:/// dxdydz://(/ dz)dxdy://2+x2+y2d:cdy
E p Jo D

e passando alle coordinate polari otteniamo
1

2 1 p4 5
w(e) = [k ooyt = 2x |2+ ) =2
In alternativa, osservato che
E= {(x7yaz) | z € [073]7 (x,y) € Dz}
dove D, = {(z,y)|2*> +y* < 1} sez € [0,2] e D, = {(z,y) |z — 2 < 2? + y* < 1} se

z € [2,3], si ottiene
///d:ndydz-/ // dxdydz-/ m(D
/7rdz—i—/ 2—27r+7r{3z—z—} :§7r
2], 2



5. Osservato che essendo il dominio simmetrico rispetto all’asse z e la densita di massa
costante, si ha che dette (zp,yp,2p) le coordinate del baricentro risulta xp = yg = 0

mentre 1
— /// zdxdydz dove m(E) = /// dxdydz
E)JJ)JE B

Per calcolare tali integrali, osserviamo innanzitutto che l'intersezione del cono z = 6 —

V22 + 32 con il paraboloide z = 2% + 2 ¢ data da

2= 2% +q? z=4
Dunque FE risulta dominio normale rispetto al piano (z,y) con

E={(z,y,2)|(x,y) € D, 2 +y* < 2 <6 — /a2 +y?} dove D= {(z,y)]2*+y* <4}

Dalle formule di riduzione risulta allora

2+y
///da:dydz-// / )d:vdy://6—\/$2+y2—x2—y2da:dy
22492 D

e passando alle coordinate polari otteniamo

m(E) = /0%(/02(6 —p—p)pdp)df = 2m {3/)2 - %3 - pﬂ =5

Quindi

x2+y
zp = 32F///zdxdde—ﬁ// /x2+y zdz)dxdy

//6— 22 4+ y2)? — (2% + y*)? dzdy

3 p4 p62
6—p)? — pYpdp)dd = — |18 —4p° + &= T | ==
647r (/O(( p)* = p")pdp) 32{p P+ 6], ” s

In alternativa, osservato che
E= {(x,y,z) | RS [076]7 (:E,y) S DZ}

dove D, = {(z,y)|2* +y* < 2} se z € [0,4] e D, = {(z,y) | /22 +y% < 6 — 2} se
z € [4, 6], si ottiene

:///dedydz:/oﬁ(//zdmy)dz:/06m(D
23]6 32

4 6
= / wzdz + / (6 —2)%dz =8t + 7 [362 — 622+ ==gx
0 4 31, 3



e quindi

3 [° 3 [°
B = o /// zdxdydz = 32 . (//z zdxdy)dz = 32 . zm(D,) dz

2d + 3 / V2dz =2+ 5 11852 4.8 + — cal
—_— TZ az —_— 7TZ 6—z zZz = — z z = —
327r 32 41, 8

. Osservato che il solido e simmetrico rispetto all’asse z e che la densita di massa dipende
solo dalla variabile z, dette (zp,yp, z5) le coordinate del baricentro, risulta zp = yg = 0.

Mentre .
g = —— 22 dedydz dove m(E) = /// zdxdydz
o= /), =11

Per calcolare tali integrali osserviamo innanzitutto che l'intersezione del cilindro 22 +1? =
1 con il paraboloide z = 22 + y? ¢ data da

z=1

Dunque F risulta dominio normale rispetto al piano (z,y) con
E={(z,y,2)|(x,y) €C, 2* +9y* < 2 <2} dove C={(z,y)]1<2*+7*<2}

Dalle formule di riduzione risulta allora

///zdxdydz—// / zdz)dxdy = = // (2% + y*)? ddy
x2+4y2

e passando alle coordinate polari otteniamo

me)=3 [ i / "= gyt = [2/)2 - p—ﬁ] R

Quindi

? 2
= i/// 2? drdydz = i//(/ 22 dz)dxdy = —// 8 — (2% + y*)° dady
™ E 5% C Jx24y2 om C

V2
2 4 o 17
= — 8 —pO)pdp)dd = — |4p* — —| =—
. (/1( p’)pdp) 5{p 8}1 10

In alternativa, osservato che

E={(z,y,2)|z€[L,2], (z,y) € C.} dove C,={(z,y)|l <z*+¢y*<z}



si ottiene

m(E) = ///Ezdxdydz = /12(// dzxdy)zdz = /12 2m(C,) dz

z 5
= —Ndz=7|=——=| ==
/Iﬂz(z )dz ’/T[B 2]1 "

2 2

S / / / 2 dadydz — 2 / ( / / drdy)2*dz = / #'m(C:) dz
5% B o Jy . 1
6 [2 6 [24 2377

17
20— 1Ndz = - | = - 2| ==
mz°(z — 1)dz 5[4 3}1 10

e quindi

:a :

. 11 dominio £ risulta dominio normale rispetto al piano (x,y) con

E={(z,y,2)|(z,y) € C, 0 < 2 <3 — /224 y?} dove C = {(z,y) |1 < /a?+y?> < 3}

Dalle formule di riduzione risulta allora

///Emdxdydz B //C(/OB_WW) ddy = //Cx(i% — Va2 + ) dwdy

e passando alle coordinate polari otteniamo

2 3 2m 3
/// xdrdydz = / (/ p? cos 0(3 — p)dp) df = / cos 9d0/ 3p2 —p*dp=0
E o J1 0 1

In alternativa, osservato che I'intersezione tra il cilindro 22 +14? = 1 ed il cono /22 + 3% =
3 — z ¢ data da

<~
Vai+yr=3-—=z z2=2
potremo scrivere

E={(z,y,2)|2€10,2], (x,y) € C.} dove C,={(z,y)|l<V22+y><3—2z}

Dalle formule di riduzione si ottiene allora

///Exdxdydz = /:(//Zxdxdy)dz

ed utilizzando le coordinate polari per calcolare I'integrale doppio si ha

2 p2r 3 2 2 3
/// xdrdydz = / (/ (/ p? cos B dp)d)dz = / dz/ cos@dﬁ/ prdp=0
E o Jo i 0 0 1



8. Il dominio F risulta dominio normale rispetto al piano (x,y) con

E={(r,y,2)|(z,y) € C,0< 2 <4 — /a2 +y2} dove C = {(z,y) |1 < /22 +y2 < 4}

Dalle formule di riduzione risulta allora

B = [[[ zasaya: = [[ / VI oty = [ [ 56— V) daay

e passando alle coordinate polari otteniamo

1 g2 4 4
m(E):§/ (/ p(4 — p)*dp) d@zﬂcosed/ p(p® —8p+16)dp
0 1 1
8. o1 63
_ 2_ B30 -2
—W{Sp 37 + 4}1 1"

In alternativa, osservato che I'intersezione tra il cilindro 2 +9? = 1 ed il cono /22 + 32 =

4 — z ¢ data da
$2+ 2:1 2 2:1
Y Tt +y
24yt =4—z

potremo scrivere

E={(z,y,2)|z€10,3], (x,y) € C.} dove C,={(r,y)|l<Va2+y><4-—2z}

Dalle formule di riduzione si ottiene allora

:///Ezdmdydz:/j(//zzdxdy)dz:ﬂ/03z((4—z)2—1)dz

’ 15 5247 63
:7T/ 2(15—8z+22)dz:7r{—z2—82—+z_] -
0

27 "3 "4, 4

Per quanto riguarda le coordinate (xg,yp, zp) del baricentro, osserviamo che per simme-
tria del dominio e della densita di massa risulta g = ygp = 0 mentre

ﬁ///z dxdydz—&—ﬂ///z dxdydz

48

e procedendo come sopra si ottiene zp = 3¢.

9. Osserviamo che l'intersezione tra i paraboloidi z = 3(z% +y?) e 2 = 1 + 2% + y* & data da

z=3(2" +y°) 2 +yt =3
z=1+2%+y?

3
2



1 dominio £ risulta dunque dominio normale rispetto al piano (x,y) con

1
E={(z,y,2)](x,y) € C, 3(2* +9*) < 2 <1+ 2> +y*} dove C = {(z,y) | 2* +¢* 2}

Dalle formule di riduzione risulta allora

142442
///dmdydz—/// dxdy—//1+x2+y2—3(x2+y2)dxdy
2+y2) C

e passando alle coordinate polari otteniamo

1

21 5
V(E)Z/ (/I(1+p2—302)pdp)d9=27r/ p—2p>dp
0 0 0

1
o [P P
=27 | — — — =
2 2],

s

T
4
In alternativa, osservato che £ = E; U F5 dove

Er={(@.5,2) |2 € [0.1), (w.y) € D} con D ={(w,9)|a* + 47 < 5)

3
EQZ{($,y7Z>|Z€[1,§], ([an)ecz} con Oz:{($7y)|2—1§$2+y2§§},

dalle formule di riduzione otteniamo

V(E) = V(E)) + V(Es) :///E dxdyder///EQ dedyd-
:AI(//dedy)dan/lg(//cz dmdy)dz:ﬂ/olgdz—l—ﬂ/lg(g—z+1)dz
S



CAMPI VETTORIALI

sinx cosy cosx — sin
. Dato il campo vettoriale F'(z,y,z) = ( , y, 5 y))
z z z

a) Stabilire se il campo ¢ irrotazionale nel suo dominio.

b) Stabilire se il campo € conservativo nel suo dominio ed in caso affermativo determinarne
un potenziale.

2 1
. Dato il campo vettoriale F(x,y) = (@+—:;2>2, 2y + m),

a) Stabilire se il campo ¢ irrotazionale sul suo dominio.

b) Stabilire se il campo & conservativo sul suo dominio ed in caso affermativo determinarne
un potenziale.

c) Calcolarne il lavoro lungo la curva di equazione cartesiana y = 1 — 22, z € [—1,1].

. Dato il campo vettoriale F'(z,y) = (2zlogy, % + 2ylogy),

a) Stabilire se il campo ¢ conservativo sul suo dominio ed in caso affermativo determinarne
un potenziale.

b) Calcolarne il lavoro lungo la curva o(t) = (et, e*), t € [0, 1].

. Dato il campo vettoriale F(z,y) = (2zsiny + cos x, 22 cos y + sin y), stabilire se il campo
e conservativo sul suo dominio ed in caso affermativo determinarne un potenziale. Cal-
colarne il lavoro lungo la curva o(t) = (mcost, wsint), t € [0, J].

. Dato il campo vettoriale F'(z,y, z) = (222, yz?, z(2® +1y?+2?)), stabilire se il campo & con-
servativo sul suo dominio ed in caso affermativo determinarne un potenziale. Calcolarne
il lavoro lungo la curva ¢(t) = (cost,sint,t), t € [0, 27].

2
. Dato il campo vettoriale F(x,y,z) = —,—,—), stabilire se il campo e

conservativo sul suo dominio ed in caso affermativo determinarne un potenziale.
Calcolarne il lavoro lungo la curva o(t) = (cost,sint, —1), t € [0, T].

y’z
x?—1

conservativo sul suo dominio ed in caso affermativo determinarne un potenziale.

Calcolarne il lavoro lungo la curva ¢(t) = (3 + cost,sint), t € [0, 7.

. Dato il campo vettoriale F(z,y) = + 22 ylog(a? — 1)), stabilire se il campo ¢



10.

11.

. Dato il campo vettoriale

yz —22+yx? 22 —2 22—y

) Y )

stabilire se risulta conservativo nel suo dominio ed in caso affermativo calcolarne un
potenziale. Calcolarne il lavoro lungo la curva p(t) = (1 4+ t, cost,sint), ¢ € [0, 7.

. Dato il campo vettoriale

logz y> —xlogz =
F(l’,y,Z):( ’ 2 v
Y Y Yz

),

stabilire se risulta conservativo nel suo dominio ed in caso affermativo calcolarne un
potenziale. Calcolarne il lavoro lungo la curva ¢(t) = (cost, 1 +sint, 1), t € [0, 7.

Dato il campo vettoriale

logz y—xlogz =
F<xayaz>:( ) 2 y
Y Yy yz

),

stabilire se risulta conservativo nel suo dominio ed in caso affermativo calcolarne un
potenziale. Calcolarne il lavoro lungo la curva ¢(t) = (sint, 2 + cost, 1), t € [0, 7.

Dato il campo vettoriale F(z,y) = (1 + 32% + \/g, 2+ 2y + \/%),

a) Stabilire se il campo é conservativo sul suo dominio ed in caso affermativo determinarne
un potenziale.

b) Calcolarne il lavoro lungo la curva (t) = (> + 1,t +2), t € [0, 1].



RISOLUZIONE

1. (a) Il campo ¢ definito e di classe C! nel suo dominio A = {(z,y,2) € R*|z # 0} ove
risulta irrotazionale essendo

o0F; _0— or, or B _sin:zc B OF3 or, __cosy OF3

Oy or’ 0Oz 22 or’ 0Oz 22 oy’ V(e y) € A

(b) Poiche il dominio A non risulta semplicemente connesso, non possiamo dire che
essendo irrotazionale il campo € conservativo in A. Possiamo pero dire che essendo irro-
tazionale il campo risulta conservativo nelle componenti semplicemente connesse A1t =
{(z,y,2) eR®*|2>0} e A~ ={(z,y,2) e R¥| 2 < 0}.

Per determinare un potenziale U(z,y, z) di F'(z,y, 2) in A%, osserviamo che tale funzione
dovra soddisfare le condizioni

oU sinz  OU  cosy . OU  cosx —siny
or 2z Oy  z 0z 22

Dalla prima delle tre condizioni abbiamo che

sinx COS T
U(l’?y,Z):/ —dr = ———+Cil(y.2)

e dalla seconda
cosy OU  0C

0y  dy

Dunque

cos sin
Cl(y,z)Z/ ZydyZ Zy+02(z)

da cui

cosx  siny
_|_

Ulx,y,z) = — + Cy(2).

Dalla terza delle tre condizioni abbiamo infine che

cosx —siny QU  cosx siny
22 0z 22 22

+ Cy(2)

da cui Cy(z) = 0 e quindi Cy(2) = ¢, ¢ € R. Un potenziale in A* sara allora U*(z,y, 2) =
SRUERE ¢y, ¢+ € R non necessariamente uguali. Ne segue che la funzione

sin y—cos ©

—_— C sez>0
Ulx,y,2) =4 . ~* e
’ g sin y—cos x
SIY—cosT 4 »  ge 2z <0

z

con cx € R ¢ un potenziale del campo F'(z,y, z) in A e quindi il campo risulta conservativo
nel suo dominio.



2. (a) Il campo ¢ definito e di classe C' nel suo dominio D = {(z,y) € R? |y # —z*} ove
risulta irrotazionale essendo
aFl 41’ @FQ

= — = A.
Jy (y+22)3 Oz v(z,y) €

(b) II dominio D non risulta semplicemente connesso e dunque non possiamo affermare
che, essendo irrotazionale, il campo risulta conservativo in D. Possiamo pero affermare
che essendo irrotazionale il campo risulta conservativo nelle componenti semplicemente
connesse DT = {(x,y) €e R?|y > -2} e D™ = {(z,y) € R? |y < —2?}.

Per determinare un potenziale U(x,y) di F(z,y) in D*, osserviamo che tale funzione
dovra soddisfare le condizioni

U _ 2w U, 1
or  (y+ x2)? oy Y (y + x2)?
Dalla prima delle due condizioni abbiamo che

2x 1

U(x,y):/(y—dx:— + C(y)

+ x2)? y+ a2

e dalla seconda . U7 )
W+ == e +
YT+ "y (et )

Dunque C'(y) = 2y e quindi C(y) = y*> + ¢, ¢ € R. Un potenziale in D* sara allora

Ut (z,y) = —3 +1$2 +9%+cy, c+ € R non necessariamente uguali. Ne segue che la funzione

le +y2+c_, se y < —z?

1 2 2
- +y +cy, sey>-—x
Ulx,y) = { yra? YT G Yy

oyt

con ¢y € R & un potenziale del campo F(z,y) in D e quindi il campo risulta conservativo
nel suo dominio.

(c) Poiche il campo ¢ convervativo in D ed il sostegno della curva e contenuto in D, e
precisamente ¢([—1,1]) C DT, avremo che il lavoro del campo lungo la curva ¢ dato da
L,(F)=U(p(1l)) —U(p(—1)) essendo U un potenziale del campo F. Allora, per quanto
ottenuto nel precedente punto, risulta

L,(F)=U(1,0) — U(~1,0) = 0

3. (a) Il campo ¢ definito e di classe C' nel suo dominio A = {(x,y)|y > 0} ove risulta

irrotazionale essendo 5 5 5
Fy X Fy
—_— ==Y c A.
dy Yy o’ (@,y)



Poiche il dominio A risulta semplicemente connesso, ne deduciamo che il campo € conser-
vativo in A. Per determinarne un potenziale U(x,y), osserviamo che tale funzione dovra
soddisfare le condizioni

ou ou  a?
— =2zlogy e — =—+42ylogy
ox oy Y

Dalla prima delle due condizioni abbiamo che

Ulz,y) = /2:6‘ log ydx = x*logy + c(y)

e dalla seconda

2 LE2

x ou
—+2ylogy = ——=—+(y
y A vy )

Dunque ¢(y) = /2y log ydy = y?logy — % + ¢, c € R, ed un potenziale sara

2

Uz, y) = 2*logy + y*logy — %

(b) Poiche F(x,y) ¢ campo conservativo nel suo dominio A e la curva ha sostegno =
contenuto in A, dal Teorema di caratterizzazione dei campi conservativi abbiamo che

L (F) = [ F-ds =U(e(1)) - U(o(0))

dove U(z,y) ¢ un potenziale del campo F(z,y). Essendo ¢(1) = (e,e?) e ¢(0) = (1,1),
dal precedente punto otteniamo

1 1 3 1
LW(F):262—|—264—§64—§:§G4+2€2—§

. Il campo ¢ definito e di classe C* nel suo dominio A = R? ove risulta irrotazionale essendo

8F 1 aF 2
— =2xcosy = —, V(x,y) € A.
Poiche il dominio A risulta semplicemente connesso, ne deduciamo che il campo & conser-
vativo in A. Per determinarne un potenziale U(x,y), osserviamo che tale funzione dovra
soddisfare le condizioni

ou ou

— =2zsiny+cosz e 5= x? cosy + siny
Yy

ox



Dalla prima delle due condizioni abbiamo che
U(r,y) = /233 siny + cosxdxr = z? siny + sinz + ¢(y)

e dalla seconda

r?cosy +siny = — = 2% cosy + ¢ (y)

dy

Dunque ¢(y) = /sinydy = —cosy + ¢, c € R, ed un potenziale sara

U(x,y) = x*siny + sina — cosy.

Poiche F'(z,y) ¢ campo conservativo nel suo dominio A e la curva ha sostegno v contenuto
in A, dal Teorema di caratterizzazione dei campi conservativi abbiamo che

L(F) = [ Fds = Ulo(})) - U(2(0)

Essendo ¢(5) = (0,7) e p(0) = (7,0), da cui U(0,7) = 1 e U(m,0) = —1, otteniamo
L,(F)=2.

. 1l campo ¢ definito e di classe C* nel suo dominio A = R? ove risulta irrotazionale essendo

0F; 0F, OF; 0F;  0F, OF3
90 g2 iy, 9 O, 95y A
oy 0 ox’ 0z T 0 o2 Y= oy’ (v.9) €

Poiche il dominio A risulta semplicemente connesso possiamo dire che essendo irro-
tazionale il campo e conservativo in A. Per determinare un potenziale U(z,y,z) di
F(z,y,z) in A osserviamo che tale funzione dovra soddisfare le condizioni

g—[a{:xz), g_ZZyZQ e g—g:z(a:Q—i—yZ—l—zQ)

Dalla prima delle tre condizioni abbiamo che

x22?
Ulz,y,z) = /LL‘ZQdSL’ il + Ci(y, 2)
e dalla seconda
, oU 0C4
yzt = o=
oy oy
Dunque
Y222
Ci(y,z) = /yszy =5 + Cy(2)
da cui - -
Ulz,y,z) = il + L + Cy(2).

2 2



Dalla terza delle tre condizioni abbiamo infine che

ou
22 +y* +2%) = 5 = 22z 4+ %2 + Ch(2)

da cui C4(z) = 2% e quindi Cy(2) = % + ¢, ¢ € R. Un potenziale in A sara allora

2,2 2,2 4
xez® oyt oz

+2 4+ +¢, ceRr

2 2 4
Poiche il campo e conservativo in A ed il sostegno della curva e contenuto in A, avremo
che il lavoro del campo lungo la curva ¢ dato da L,(F) = U(p(27)) — U(¢(0)) essendo U
un potenziale del campo F. Allora, per quanto ottenuto sopra, risulta

Ulz,y,z) =

L,(F)=U(1,0,2m) — U(1,0,0) = 27°(1 + 27%)

. Il campo ¢ definito e di classe C' nel suo dominio A = {(z,y,2) € R*|z # 0} ove risulta
irrotazionale essendo

@ — 0= (9F2 8F1 2x . 8F3 8F2 . 2_y . 8F3
dy

=< - ___ = _"2 ZZ2__ 7 _Z"° A.
or’ 0Oz 22 Ox’ 0z 22 Oy’ (z,9,2) €

Poiche il dominio A non risulta semplicemente connesso non possiamo dire che essendo
irrotazionale il campo e conservativo in A. Possiamo pero dire che essendo irrotazionale
il campo risulta conservativo nelle componenti semplicemente connesse A* = {(x,y, 2) €
R3|z >0} e A~ = {(z,y,2) € R*|z < 0}. Per determinare un potenziale U(z,y, z) di
F(x,y,2) in A% osserviamo che tale funzione dovra soddisfare le condizioni

ou 2z 0U 2y . oU  z—a*—y?

dr 2 dy  z I 22

Dalla prima delle tre condizioni abbiamo che

12

2x
U(I,y,Z) :/7d.f = ? +Ol<y7 Z)

e dalla seconda

2 _ U _0oG
z Oy Oy
Dunque
2 2
Cily.n) = [Lay=" + )
da cui ) )
Ule.y.2) = T2 4 Oy(2).

Dalla terza delle tre condizioni abbiamo infine che

-2t -y OU 2+ P

22 T 0z 22 +Ca(2)




da cui Ci(z) = > e
Ut(z,y,2) =2

funzione

L ¢ quindi Cy(z) = log|z| + ¢, ¢ € R. Un potenziale in A* sara allora
7 | Jog |z| + ¢*, ¢ € R non necessariamente uguali. Ne segue che la

z

#4—10&24—6* sez>0

# +log(—z)+c¢ sez<0

U(%y,z):{

con ¢t € R & un potenziale del campo in A e quindi che il campo risulta conservativo nel
suo dominio.

Poiche il campo e conservativo in A ed il sostegno della curva e contenuto in A, avremo

che il lavoro del campo lungo la curva ¢ dato da L, (F) = U(p(5)) — U(w(0)) essendo U

un potenziale del campo F' in A. Allora, per quanto ottenuto sopra, risulta

L,(F)=U(0,1,—-1) = U(1,0,—-1) =0

. 1 campo ¢ definito e di classe C* nel suo dominio A = {(z,y)||x| > 1} ove risulta
irrotazionale essendo
or 2y oF,

V(z,y) € A.

oy 22—1 Oz’

Poiche il dominio A non risulta connesso, non possiamo concludere che il campo risulta
conservativo nel suo dominio ma possiamo affermare che risulta conservativo nelle com-
ponenti semplicemente connesse AT = {(z,y) |z > 1} e A~ = {(z,y) |z < —1}. Per
determinarne un potenziale U(z,y) in A%, osserviamo che tale funzione dovra soddisfare
le condizioni

ou zy? 9

ou
8_x_a:2—1+x e 8—y:ylog(x2—l)

Dalla seconda delle due condizioni abbiamo che

2

Ulx,y) = /ylog(:v2 —1)dy = % log(x® — 1) + c(x)

e dalla prima
2 2
ry 2_8_U_ Ly /
P e R B | ¢(z)

Dunque ¢(z) = x? da cui ¢(z) = x—; + ¢, ¢ € R, ed un potenziale del campo nel suo
dominio sara

2 3
Yy i
Uz,y) = glog(x2 -+ 3

Poiche F(x,y) & campo conservativo nel suo dominio A e la curva ha sostegno v contenuto
in A, dal Teorema sul lavoro di un campo conservativo abbiamo che

L(F) = / F - ds = U(g(n)) — U(p(0))



dove U(z,y) ¢ un potenziale del campo F(z,y). Essendo ¢(7) = (2,0) e »(0) = (4,0),
otteniamo

. Il campo ¢ definito e di classe C! nel suo dominio D = {(z,y,2) € R? |z # 0} ove risulta
irrotazionale essendo

8F1 Z+CL’2 8F2 0F1 y—QZ 3F3 0F2 1 8F3

) = = , =——=— \V/(ZE,y,Z> e D.
dy x? ox 0z x? ox 0z x Oy

Poiche il dominio D non risulta connesso non possiamo dire che essendo irrotazionale il
campo e conservativo in D, ma possiamo affermare che il campo risulta conservativo sulle
componenti semplicemente connesse DT = {(z,y,2) € R*|z > 0} e D™ = {(z,y,2) €
R? |z < 0}.

Per determinare un potenziale U(z,y, z) di F(z,y, z) in D* osserviamo che tale funzione
dovra soddisfare le condizioni

oU  yz—2+yz®> OU a°—z . oU  2z—y
or x? 0y w 0z  x
Dalla seconda delle tre condizioni abbiamo che
2

_ 2,
U(fc,y,Z)z/x Sdy =L L 0w, 2)

€T T

e dalla prima
yz— 2 +yz®  O0U x2y+zy+601

x2 or x2 or
Dunque
22 22
C(x, 2) = /—de =2 1002)
da cui ) )
U(z,y,z) = % + Cy(2).

Dalla terza delle tre condizioni abbiamo infine che
22—y O0U 22—y
xr 0z =z

+ Cy(2)
da cui C4(z) = 0 e quindi Cy(z) = ¢, ¢ € R. Un potenziale in D sara allora

2 2
LPy-zyts | o+ e (2,y,2) € DY

U(x,y,Z)Z{ :

—znyzy“Q +c¢ se(x,y,z) € D™,

dove c* € R. Poiche il sostegno della curva & contenuto in DT e il campo & conservativo in
D*, avremo che il lavoro del campo lungo la curva ¢ dato da L, (F) = U(e(7)) — U(¢(0))
essendo U un potenziale del campo F. Allora, per quanto ottenuto sopra, risulta

Ly(F)=U(1+m,~1,0)-U(1,1,0) = -2 — 7



9. Il campo ¢ definito e di classe C' nel suo dominio D = {(z,y,2) € R*|y # 0, z > 0} ove
risulta irrotazionale essendo

8F1 . _IOgZ . 8F2 E)Fl 1 . 8F3 8F2 T . 8F3

by ¢ Or' 9z yz Oz 9z P Oy

V(z,y,2) € D.

Poiche il dominio D non risulta connesso non possiamo dire che essendo irrotazionale
il campo ¢ conservativo in D, ma possiamo affermare che il campo risulta conservativo
sulle componenti semplicemente connesse DT = {(z,y,2) € R¥|y > 0,2 > 0} e D™ =
{(z,y,2) e R®|y <0, z > 0}.

Per determinare un potenziale U(x,y, 2) di F(x,y,2) in D¥ osserviamo che tale funzione
dovra soddisfare le condizioni

oU logz 0U y*—zlogz ou

or y 8_y N y? ¢ 0z yz
Dalla terza delle tre condizioni abbiamo che

xlog z

Ulz,y,z) = Lz =

yz + Cl(xay)

e dalla prima

logz OU logz n oCy
y  0r oy ox
Dunque 83% = 0 da cui C4(z,y) = Cy(y) e dunque

xlog z

U(x,y,z) = +C?(y>

Dalla seconda delle tre condizioni abbiamo infine che

2
y>—xlogz OU xlog z
R LEeT0).
y dy y
da cui C4(y) =1 e quindi Cy(y) = y + ¢, ¢ € R. Un potenziale in D sara allora

%ernLc* se (x,y,2) € Dt
%—I—qucf se (z,y,2) € D™,

U(I7 y7 z) = {

dove c* € R. Poiche il sostegno della curva ¢ contenuto in DT e il campo & conservativo in
D, avremo che il lavoro del campo lungo la curva ¢ dato da L, (F) = U(e(7)) —U(¢(0))
essendo U un potenziale del campo F. Allora, per quanto ottenuto sopra, risulta

L(F)=U(-1,1,1) = U(1,1,1) = 0



10. Il campo ¢ definito e di classe C! nel suo dominio D = {(x,y,z) € R¥|y # 0, z > 0} ove
risulta irrotazionale essendo

8F1 . _IOgZ . 8F2 E)Fl 1 . 8F3 8F2 T . 8F3

by ¢ Or' 9z yz Oz 9z P Oy

V(z,y,2) € D.

Poiche il dominio D non risulta connesso non possiamo dire che essendo irrotazionale
il campo ¢ conservativo in D, ma possiamo affermare che il campo risulta conservativo
sulle componenti semplicemente connesse DT = {(z,y,2) € R¥|y > 0,2 > 0} e D™ =
{(z,y,2) e R®|y <0, z > 0}.

Per determinare un potenziale U(x,y, 2) di F(x,y,2) in D¥ osserviamo che tale funzione
dovra soddisfare le condizioni

oU  logz a_U_y—azlogz . ou  «x

or y | Oy Y2 0z yz
Dalla terza delle tre condizioni abbiamo che

xlog z

Ulx,y,z) = Lz =

+ Cl (I, y)
Yz Yy

e dalla prima

logz_a_U_logz+%
y  0r oy Ox

Dunque aa% =0 da cui C4(z,y) = Cy(y) e dunque

xlog z

U(I,y,z) = y +02<y>

Dalla seconda delle tre condizioni abbiamo infine che

y—axlogz 0OU xlog z ,
_— = — = —— C
yg ay y2 + 2<y>

da cui CY(y) = % e quindi Cy(y) = log |y| + ¢, ¢ € R. Un potenziale in D sara allora

SE: L logy ¢t se (3,y,2) € DY
TEZ tlog(—y) + ¢ se (x,y,2) € D,

U(rv,y,Z)Z{

dove ¢t € R. Poiche il sostegno della curva ¢ contenuto in DT e il campo ¢ conservativo in
D, avremo che il lavoro del campo lungo la curva ¢ dato da L, (F) = U(e(7)) —U(¢(0))
essendo U un potenziale del campo F. Allora, per quanto ottenuto sopra, risulta

L,(F)=U(0,1,1) — U(0,3,1) = —log 3



11. 1l campo ¢ definito e di classe C' nel suo dominio D = {(z,y)|zy > 0} ove risulta
irrotazionale essendo

OF; 1 0F,
oy  2yry  Ox’
Poiche il dominio D non risulta connesso, non possiamo concludere che il campo risulta
conservativo nel suo dominio ma possiamo affermare che risulta conservativo nelle compo-

nenti semplicemente connesse Dt = {(z,y) |z >0,y >0} e D~ = {(z,y) |z < 0y < 0}.
Per determinarne un potenziale U(z,y) in D*, osserviamo che tale funzione dovra sod-

disfare le condizioni
aU—1+3x+ Yoo a—U:2+2y+ z
ox x dy y

Dalla prima delle due condizioni abbiamo che

V(z,y) € D.

U(x,y):/1+3x2+\/%dx:x—l—x?’%—%/xy—i-c(y)

2+2y+\/> \/>
Y

Dunque ¢ (y) = 2 + 2y da cui ¢(y) = 2y + y* + ¢, ¢ € R, Un potenziale in D sara allora

e dalla seconda

Ule.y) T+ 23+ 27y + 2y +y* + ¢t se (z,y) € DT
T,y) = ,
Y T4 a3+ 27y + 2y +y*+ ¢ se(x,y) €D,

dove ¢* € R.

Poiche F(z,y) ¢ campo conservativo nel suo dominio D e la curva ha sostegno v contenuto
in DT, dal Teorema sul lavoro di un campo conservativo abbiamo che

L (F) = [ F-ds =U(e(1)) - U(o(0))
v

dove U(z,y) ¢ un potenziale del campo F(z,y). Essendo ¢(1) = (2,3) e ¢(0) = (1,2),

otteniamo

Ly(F) =15+ 2(v6 — V2)



10.

11.

12.

13.

14.

. Determinare la soluzione del problema di Cauchy {

. Determinare la soluzione del problema di Cauchy {

. Determinare la soluzione del problema di Cauchy {

EQUAZIONI DIFFERENZIALI

. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

y" — 5y + 6y = e® + 11e**
y(0) = 3/2
y'(0)=1/2

1
cos T

Yy =ytanx +
y(0) =7

y = % tan log x

y(m) =1

. Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale y” — 4y’ + 4y = .
. Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale y” 4 2y — S8y = **.

. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y(-1) =1

Determinare 'integrale generale dell’equazione differenziale 3" — 3y’ + 2y = e”.

e specificarne in dominio.

/I xy 3
Y _1+x2+x

y(0) =3

. Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale y” — 5y’ + 6y = e**

Determinare 'integrale generale dell’equazione differenziale y” + 3y’ + 2y = x + €>*.

. . . y = 1xy2 + 22
Determinare la soluzione del problema di Cauchy (0) e
y\W)y=m

Determinare 'integrale generale dell’equazione differenziale y” — 3y’ + 2y = x — xe®

r— zy—l

Determinare la soluzione del problema di Cauchy {y( :1)”‘2 5
y — —=

Determinare 'integrale generale dell’equazione differenziale y” — 4y’ + 4y = (v — 1)e?®.



15.

16.

17.

18.

Determinare la soluzione del problema di Cauchy {y

Determinare la soluzione del problema di Cauchy { 1)
y g

Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy
y" — by + 6y = 2xe”
y(0) =3
y'(0) =3

Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale

y/l _ 4y/ +4y — 2I62:17

RISOLUZIONE

. L’equazione ¢ equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non

omogenea. Per risolvere tale equazione determiniamo innanzitutto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata y” —5y'+6y = 0. A tale scopo si osservi che ’equazione
caratteristica A\ — 5\ + 6 = 0 ammette due radici reali distinte A\; = 2 e Ay = 3. Quindi
I'integrale generale dell’equazione omogenea e

Yo(z) = c1€** + coe™,

dove ¢y, co € R sono costanti arbitrarie.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Come da sugger-
imento, cerchiamo tale soluzione della forma y,(z) = y1(x) + y2(z) essendo y;(z) = Ae”
soluzione dell’equazione y” — 5y’ + 6y = e® e ys(x) = Bze*® soluzione dell’equazione (riso-
nante) y” — 5y’ + 6y = 11e**. Derivando due volte e sostituendo nelle rispettive equazioni
otteniamo A = % e B = —11. Dunque, la soluzione particolare cercata e

yp(z) = iem — 11xe™

e per i noti teoremi sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, I'integrale generale
dell’equazione data e allora

1
y(r) = yo(x) + yp(z) = 1™ + cpe™ + 5695 — 1lge?®

dove ¢y, co € R sono costanti arbitrarie.
Determiniamo ora ¢; e ¢ di modo che risultino soddisfatte le condizioni iniziali y(0) = %

ey'(0) =3

y(O):cl+02~|—%=% c = —8
/ _ 1 _ 1
y'(0) =2c1+3cp+5 — 11 =3



La soluzione del problema di Cauchy proposto ¢ allora
1
y(x) = —8e* 4 9¢* + 561 — 11xe*

. L’equazione ¢ equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea, cioe del tipo
y' = a(z)y + b(x). L'integrale generale sara allora della forma

y(x) = eA(x)(/ b(z)e " @dx +C), CeR,

dove A(x) & una primitiva di a(z). Essendo a(z) = tanz ed il dato iniziale in zy = 0,
scegliamo come primitiva la funzione A(z) = — log(cos x). L’integrale generale dell’equazione
data sara allora

1
y<$) — e~ log(cosx)(/ elog(cosx)dx + C) —

(x+C), CEeR,

COS ™ COS X COS T

(/dx—i—C):

Imponendo la condizione iniziale y(0) = 7 si ottiene C' = 7 e quindi a soluzione del
problema di Cauchy proposto e

1
xr) = T+ m
Ya)= ——(z+m)
. L’equazione differenziale & equazione a variabili separabili del tipo 3y’ = a(z)b(y) con
a(z) = Ltanlogz e b(y) = y>. Tale equazione ammette come soluzione singolare la

funzione costante yo(x) = 0 ma poiche stiamo cercando una soluzione soddisfacente la
condizione iniziale y(1) = 1, tale soluzione apparterra alla famiglia di soluzioni non nulle
date (implicitamente) dalla formula

B(y) = A(x) +¢, ceR

essendo B(y) una primitiva di le) = ?% ¢ A(z) una primitiva di a(z) = Itanlogz.
Scegliendo B(y) = —i e A(x) = —log|coslogz|, le soluzioni non nulle dell’equazione
differenziale saranno date implicitamente da

1 1

= log|coslogz|+ ¢, c € R <= y(x) ceR.

y(z) " log|coslogz| + ¢’

Poiche la nostra soluzione deve soddisfare la condizione iniziale y(1) = 1, la soluzione
dovra essere definita in un intorno di xy = 1 ove coslogx > 0. Dunque la soluzione

cercata sara data da 1

= R.
log(coslogx) + ¢’ €<

y(z)
Imponendo infine la condizione iniziale y(1) = 1 si ottiene ¢ = 1 e quindi la soluzione del
problema di Cauchy proposto e

1
~ log(coslogz) + 1

y()



4.

L’equazione ¢ equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Per risolvere tale equazione determiniamo innanzitutto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata y” —4y'+4y = 0. A tale scopo si osservi che I'equazione
caratteristica A2 —4\+4 = 0 ammette un’unica radice \g = 2 e quindi l'integrale generale
dell’equazione omogenea ¢

yo(z) = c1e** + come®”

dove ¢, co € R sono costanti arbitrarie.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Come da sug-
gerimento, osservato che il termine noto g(x) = e** & soluzione dell’equazione omoge-
nea (siamo in un caso risonante), cerchiamo tale soluzione della forma y,(z) = ka?e*".
Derivando due volte e sostituendo nell’equazione completa otteniamo k = Dunque,
soluzione particolare e

1
5

po(a) = Jate

e per i noti teoremi sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, I'integrale generale
dell’equazione data e allora

y(r) = yo(z) + yp(x) — 6% + cyre® + %xQGQI
dove c1, co € R sono costanti arbitrarie.

L’equazione e equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Per risolvere tale equazione determiniamo innanzitutto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata 3" + 2y’ — 8y = 0.

A tale scopo si osservi che 'equazione caratteristica A> + 2\ — 8 = (0 ammette due radici
reali Ay = 2 e Ay = —4. Quindi l'integrale generale dell’equazione omogenea ¢

Yo(z) = c1€®* + coe™ 7,
dove ¢y, co € R sono costanti arbitrarie.
Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Come da sugger-
imento, essendo il termine noto e?* soluzione dell’equazione omogenea, cerchiamo tale
soluzione della forma y,(z) = Aze?**. Derivando due volte e sostituendo nell” equazione
differenziale completa otteniamo A = % e quindi che soluzione particolare dell’equazione
completa e
) = e
6
Per i noti teoremi sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, l'integrale generale
dell’equazione data e allora

IR
y(:c) - yo(l') + yp(x) = 016296 + co€ 4 + 6x€2

dove c1, co € R sono costanti arbitrarie.



6. L’equazione differenziale ¢ equazione a variabili separabili del tipo ¥’ = a(x)b(y) con

a(z) = 1 e bly) = i Tale equazione non ammette soluzioni singolari quindi tutte le

soluzioni saranno espresse implicitamente dalla formula

B(y) = A(z) +¢, ceR

essendo B(y) una primitiva di le) = y ¢ A(z) una primitiva di a(z) = 1. Scegliendo

B(y) = y; e A(x) = log |z|, le soluzioni dell’equazione differenziale saranno date da

y* ()

5 =log|z| +¢, ceER <= |y(z)| = \/2log|z| + k, k €R.

Poiche la nostra soluzione deve soddisfare la condizione iniziale y(—1) = 1, la soluzione
dovra essere definita in un intorno di xp = —1 < 0 con y(—1) = 1 > 0. Dunque la
soluzione cercata sara data da

y(x) = y/2log(—z) + k, k € R.

Imponendo infine la condizione iniziale y(—1) = 1 si ottiene £ = 1. Quindi la soluzione
del problema di Cauchy proposto ¢

y(x) = +/2og(—z) + 1

definita e derivabile in (—oo, —\/ig)

7. L’equazione e equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Per risolvere tale equazione determiniamo innanzitutto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata y” —3y’+2y = 0. A tale scopo si osservi che I’equazione
caratteristica A2 — 3\ + 2 = 0 ammette due radici reali distinte A\; = 1 e Ay = 2. Quindi
I'integrale generale dell’equazione omogenea e

Yo(z) = c1€” + cpe™,

dove c1, co € R sono costanti arbitrarie.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Come da sug-
gerimento, cerchiamo tale soluzione della forma y,(z) = Aze®. Derivando due volte e
sostituendo otteniamo A = —1. Dunque, la soluzione particolare cercata ¢ y,(z) = —ze®
e per i noti teoremi sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, l'integrale generale
dell’equazione data e allora

T

y(x) = yo(I) + yp(l’) = e’ + 0262"” — xe

dove c1, co € R sono costanti arbitrarie.



8.

10.

L’equazione ¢ equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea, cioe del tipo
y' = a(z)y + b(x). L’integrale generale sara allora della forma

y(x) = eA(x)(/ b(z)e " Ddx +C), CeR,
dove A(z) ¢ una primitiva di a(z). Essendo a(z) = 15, scegliamo come primitiva la

funzione A(z) = $log(l + 2?) = logv/1+ 2. L’integrale generale dell’equazione data
sara allora

3
7) = elogVita? /m36_log 220 + O) = V1 + 22 /—m dr + C
yla) = V([ e )= VI a4 0)

= \/1+x2(%\/1 +22(2? —2)+C) = %(1 +2%)(2* = 2) + CV1+22, CE€eR,

Imponendo la condizione iniziale y(0) = % si ottiene C' = 1 e quindi la soluzione del

3
problema di Cauchy proposto e

yw) = 50+ = 2) + VIF a2

. L’equazione ¢ equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non

omogenea. Per risolvere tale equazione determiniamo innanzitutto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata y” —5y'+6y = 0. A tale scopo si osservi che I’equazione
caratteristica A2 — 5\ + 6 = 0 ammette come radici \; = 2 e A\; = 3. Quindi 'integrale
generale dell’equazione omogenea e

yo(z) = 165 + 96

essendo ¢, co € R costanti arbitrarie.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Come da sug-
gerimento, osservato che il termine noto g(x) = €2* ¢ soluzione dell’equazione omoge-
nea (siamo in un caso risonante), cerchiamo tale soluzione della forma y,(z) = Aze®®.
Derivando due volte e sostituendo nell’equazione completa otteniamo A = —1. Dunque,

soluzione particolare e
2x

yp(x) = —ze
e per i noti teoremi sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, l'integrale generale
dell’equazione data e allora

3z .CE@QI

y(x) = yo(x) + yp(z) = c16* + coe
L’equazione e equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Per risolvere tale equazione determiniamo innanzitutto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata y”+3y'+2y = 0. A tale scopo si osservi che I'equazione
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caratteristica A + 3\ +2 = 0 ammette come radici \; = —1 e Ay = —2. Quindi l'integrale
generale dell’equazione omogenea e

Yo(z) = cre™ + cpe™ >

essendo ¢, ¢y € R costanti arbitrarie.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Come da suggeri-
mento, cerchiamo tale soluzione della forma y,(x) = Az + B+ Ce?*. Derivando due volte
e sostituendo nell’equazione completa otteniamo A = %, B = —% e C = 1. Dunque,

12
soluzione particolare e

r 3 e*
yp(x):§—1+ﬁ

e per i noti teoremi sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, l'integrale generale
dell’equazione data e allora

x 3 e*
y(x) = yo(x) + yp(a) = 167" + 27> + statIr

L’equazione e equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea, cioe del tipo
y' = a(z)y + b(x). L’integrale generale sara allora della forma

y(x) = eA(‘”)(/ b(x)e*@dx +¢), ceR,

dove A(z) ¢ una primitiva di a(z). Essendo a(z) = 15, scegliamo come primitiva la
funzione A(z) = $log(l + 2?) = logv/1+ 22, L’integrale generale dell’equazione data
sara allora

y(x) = elogv 1+””2(/ ple s Vita? g o c) = V1+ 22 dz + ¢)

(/ -

V14 a2
1

:\/1+x2(§\/1+x2—§log(x+\/1+x2)+c), ceR,

Imponendo la condizione iniziale y(0) = 7 si ottiene ¢ = 7 e quindi la soluzione del
problema di Cauchy proposto e

y(x):\/1+x2(§\/1+x2—%log(x—i-\/l—i-ﬁ)—i—w)

L’equazione e equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Per risolvere tale equazione determiniamo innanzitutto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata y” —3y'+2y = 0. A tale scopo si osservi che I’equazione
caratteristica A\ — 3\ + 2 = 0 ammette due radici reali distinte A\; = 1 e Ay = 2. Quindi
I'integrale generale dell’equazione omogenea e

yo(x) = cre” + o€,
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dove ¢1, co € R sono costanti arbitrarie.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Come da suggeri-
mento, cerchiamo tale soluzione della forma y,(x) = y;(z) +y2(2) essendo y; () = Ax+ B
soluzione dell’equazione y” — 3y’ + 2y = = e ya(x) = x(Cx + D)e” soluzione dell’equazione

(risonante) y” — 3y’ + 2y = —xze®. Derivando due volte e sostituendo nelle rispettive
equazioni otteniamo A = %, B = %, C = % e D = 1. Dunque, la soluzione particolare
cercata e )
r 3 T
r)=—+—-—+ (= +uz)e"

e per i noti teoremi sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, I'integrale generale
dell’equazione data e allora

3 2
) = (@) + @) = 16" +eact+ 5+ D (2 e

dove c¢1, co € R sono costanti arbitrarie.

L’equazione e equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea, cioe del tipo
y' = a(z)y + b(x). L'integrale generale sara allora della forma

y(x) = eA(x)(/ b(z)e " @dx +C), C€ER,

dove A(x) ¢ una primitiva di a(z). Essendo a(z) = 1, ed il dato iniziale in zo = —1,

scegliamo come primitiva la funzione A(z) = log(—x). Le soluzioni definite in (—o0,0)
dell’equazione data saranno allora

1 1
log(—x —log(—z —
y(:v) — elos( )(/__26 2(=2) ] + C) — —m(/ 3d:13 + C)

11 1
:—x(———+C’):g—C:U, C e R,

5

Imponendo la condizione iniziale y(—1) = 2 si ottiene C' = 3

problema di Cauchy proposto e

e quindi la soluzione del

L’equazione e equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Per risolvere tale equazione determiniamo innanzitutto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata y” —4y'+4y = 0. A tale scopo si osservi che 'equazione
caratteristica A* — 4\ +4 = (XA — 2)? = 0 ammette un’unica radice reale Ay = 2. Quindi
I'integrale generale dell’equazione omogenea ¢

Yo(z) = 16 + cowe™
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essendo ¢y, ¢y € R costanti arbitrarie.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Come da suggeri-
mento, osservato che il termine noto g(z) = (x—1)e** & soluzione dell’equazione omogenea
(stamo in un caso risonante), cerchiamo tale soluzione della forma y,(z) = 2?(Az+ B)e*.
Derivando due volte e sostituendo nell’equazione completa otteniamo A = % e B = —%.
Dunque, soluzione particolare e

1 1
2 2x
r)=2x (- — <)e
e per i noti teoremi sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, l'integrale generale
dell’equazione data e allora

1 1
y(z) = yo(z) + yp(z) = c1e® + coxe® + x2(6x — 5)62””

L’equazione differenziale & equazione a variabili separabili del tipo ¢y = a(x)b(y) con
a(x) =logx e b(y) = i Tale equazione non ammette soluzioni singolari e dunque tutte
e sole le soluzioni saranno date (implicitamente) dalla formula

B(y) = A(z) +¢, ceR

essendo B(y) una primitiva di @ = 2y ¢ A(z) una primitiva di a(z) = logz. Scegliamo

B(y) = y? e A(x) = wlogx — x, le soluzioni dell’equazione differenziale saranno date
implicitamente da

y2(2) =xloge —x4c¢, c€ER <= |y(z)| = /zlogz —x+c, c€R.

Poiche la nostra soluzione deve soddisfare la condizione iniziale y(1) = —1, la soluzione in
un intorno di zy = —1 dovra verificare y(z) < 0. Dunque la soluzione cercata sara data
da

y(r) = —/xlogr —x +¢, c €R.

Imponendo infine la condizione iniziale y(1) = —1 si ottiene ¢ = 2 e quindi la soluzione
del problema di Cauchy proposto e

y(z) = —/xlogr — x + 2

L’equazione differenziale & equazione a variabili separabili del tipo y' = a(x)b(y) con
a(z) = logx e b(y) = y3. Tale equazione ammette come soluzione singolare la funzione
yo(z) = 0 per ogni z € R. Le soluzioni non nulle dell’equazione saranno invece date
(implicitamente) dalla formula

B(y) =A(x) +¢, ceR
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1 _
bly)
B(y) = —ﬁ e A(z) = xlogx — x, le soluzioni dell’equazione differenziale saranno date
implicitamente da

essendo B(y) una primitiva di y—lg, e A(z) una primitiva di a(z) = logx. Scegliamo

1 1
———==xlogr —x+c¢, ceR <= |y(x)| = ,
2y%(x) & ly()] v —zxlogz +c

Poiche la nostra soluzione deve soddisfare la condizione iniziale y(1) = 1, la soluzione in
un intorno di xy = 1 dovra verificare y(x) > 0. Dunque la soluzione cercata sara data da

c e R.

1
T) = , ceR.
y() V2 —zlogz + ¢
Imponendo infine la condizione iniziale y(1) = 1 si ottiene ¢ = —1 e quindi la soluzione

del problema di Cauchy proposto e
1
y(r) =
\/ r—zlogr — 1

2

L’equazione e equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Per risolvere tale equazione determiniamo innanzitutto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata y” —5y'+6y = 0. A tale scopo si osservi che ’equazione
caratteristica A2 — 5\ + 6 = 0 ammette due radici reali distinte A\; = 2 e Ay = 3. Quindi
I'integrale generale dell’equazione omogenea e

Yo(z) = c1e** + coe™,

dove c1, co € R sono costanti arbitrarie.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Come da sugger-
imento, cerchiamo tale soluzione nella forma y,(z) = (Az + B)e®. Derivando due volte e
sostituendo nell’ equazione otteniamo A =1e B = % Dunque, la soluzione particolare

cercata ¢ 3

we) = (o 4+ S)er

e per i noti teoremi sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, l'integrale generale
dell’equazione data e allora

3
V(&) = 0(0) + () = 1 + a6 + (o D)

dove c¢1,co € R sono costanti arbitrarie. Per determinare la soluzione del problema di
Cauchy, osserviamo che affinche la soluzione soddisfi le condizioni iniziali y(0) = 2 e

2
y'(0) = 2 dovremo avere

Cl"’CQ“—%:% C1
5 <~
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Dunque la soluzione del problema di Cauchy e

1 1 3
y(&?) — §e2x_§e3z+<x+§)€:p

L’equazione e equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Per risolvere tale equazione determiniamo innanzitutto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata y” —4y'+4y = 0. A tale scopo si osservi che I'equazione
caratteristica A2 —4)\ +4 = 0 ammette un’unica radice Ay = 2. Quindi l'integrale generale
dell’equazione omogenea e
yo(z) = c1e** + cowe?®,

dove c¢1, co € R sono costanti arbitrarie.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Come da sugger-
imento, cerchiamo tale soluzione nella forma y,(z) = 2?(Ax + B)e®. Derivando due volte
e sostituendo nell’equazione otteniamo A = % e B = 0. Dunque, la soluzione particolare

cercata ¢

1
() = 5ate

3

e per i noti teoremi sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, l'integrale generale
dell’equazione data e allora

1 1
y(2) = yo(x) + yp(w) = 1€ + crwe™ + 227 = (o1 + pu + ga%)e™

dove c¢1, co € R sono costanti arbitrarie.



