Membrane elastiche sottili fortemente pressurizzate
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SOMMARIO. In questo lavoro si propone un algoritmo nunteper determinare le forme di
equilibrio di membrane elastiche sottili fortementespteizzate, soggette a corrugamento. Si
ammette che ciascuna membrana, inizialmente pianaiurgggla configurazione di equilibrio
corrispondente ad un’assegnata pressione differenzialerraine di un processo di carico a
quattro fasi che traducono l'introduzione e la successimazione di una trazione piana fittizia
antagonista che agisce uniformemente lungo l'intero bdedla membrana. Per tale via risulta
possibile risolvere numericamente con grande accueaténzsieme delle equazioni che
governano I'equilibrio elastico di tali elementi mediant&x procedura appositamente messa a
punto in cui si ha cura di mantenere la rigidezza tangentestalittura sempre diversa da zero.

1 INTRODUZIONE

La diffusione di membrane tessili chiuse pressurizaateambito civile (le cosiddette
“membrane strutturdli[1]) ha reso di stringente attualita il problema dellaedwinazione dello
stato di tensione che si origina durante il gonfiaggitedaembrane e delle modifiche che in esso
si producono quando queste vengono successivamente pagterined assoggettate ai previsti
carichi di esercizio. Nonostante i numerosi studi rivaihche recentemente, verso questi temi, la
soluzione di questo problema risulta una questione amapada della meccanica delle strutture.
In effetti, le numerose non linearita materiali e getriche che caratterizzano questo problema
rendono difficoltosa la sua soluzione.

Limitando l'attenzione al caso delle sole membrangtsirali, € facile rendersi conto come la
natura, la composizione, I'orientamento e la partieotiisposizione — trama ed ordito — scelta per
i fasci di fibre resistenti che realizzano la supegfitiedia della membrana, influenzino fortemente
la risposta macroscopica del materiale composito rigeltgparticolarmente in corrispondenza a
valori modesti della tensione [2], campo in cui le anggor immancabilmente presenti riescono a
produrre cambiamenti del regime statico a volte inagpetta

Al contrario, la risposta delle membrane fortementessurizzate (nelle quali le tensioni
assumono valori elevati) appare dipendere in misurarmidalla microstruttura del materiale
resistente. Per tali elementi strutturali & allorasfme descrivere la risposta del materiale
attraverso 'adozione di un piu semplice modello eladliiteare, attribuendo ai moduli elastici
valori costanti facilmente deducibili per via speriméntfB]; di conseguenza, l'attenzione si
sposta sui fenomeni di non linearita geometrica, clutaim sempre presenti.

Una prima non linearitd geometrica, definibile di tighobale’ dal momento che interessa la
membrana nella sua interezza, &€ dovuta alla grandezfistae in genere separa la configurazione
iniziale, sgonfia e priva di sforzi, da quella che esssume al termine del processo di gonfiaggio,



in cui la membrana ¢ invece finalmente gonfia (voluamhiuso massimo, a parita di pressione
differenziale agente) e fortemente sollecitata (filegistenti quasi completamente stirate). Per
guesto motivo, nell'analisi occorre tener conto @ingi spostamenti, accompagnati tuttavia da
deformazioni piccole o moderatamente piccole [4].

Una seconda, ma non per questo trascurabile, fonte dineamita geometrica, definibile per
converso di tipo lbcal€’, poiché interessa porzioni limitate della superficiediaedeformata, &
una conseguenza diretta dei valori estremamente piccoli dgltezza flesso-torsionale della
parete della membrana, al punto che lo spessore del dbonpesltante diviene una grandezza
priva di significato ai fini della risoluzione del probia meccanico. Nella situazione di equilibrio,
la superficie di una membrana pressurizzata & costdaitzna distribuziona priori incognita di
zone tese e corrugate, tra di loro disgiunte, cheénftano fortemente la risposta locale (stato di
tensione) e globale (deformabilita ed instabilita) eiemento resistente (Figura 1). Come notato
da Reissner [5], il corrugamento stesso € fonte di Biojga meccanica, nonostante il materiale
impiegato sia isotropo. Non solo: I'anisotropia da egamento € del tipo piu difficile da trattare
dal punto di vista analitico, in quanto sia l'orientamedteegli assi materiali che i valori dei moduli
elastici costituiscono anch’essi delle incognite deblama.
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Figura 1: due esempi di membrane pressurizzate.

In questa memoria si propone un algoritmo numerico di tippementale-iterativo per
monitorare accuratamente I'evoluzione dello statoalzefnella membrana durante il processo di
gonfiaggio. La membrana viene schematizzata mediantesemnplice ma efficace modello
meccanico recentemente proposto dagli autori per stuiai@rme di equilibrio di membrane
pressurizzate inestensibili [6]. In esso, le nondiita geometriche dovute al corrugamento della
superficie sono tenute in conto mediante una non lidefigsita equivalente, ovvero, assumendo
per il materiale un legame costitutivo a due stati: natoattivo la membrana é tesa e le fibre
rispondono elasticamente; nello stgtassivg invece, la membrana pud contrarsi liberamente
senza dare origine ad alcuno sforzo di compressione.

L'equilibrio della membrana in ciascun passo incrementalepd®esso di carico viene
imposto attraverso il principio dei lavori virtuali,emtre il legame costitutivo suddetto & inserito
esplicitamente nel modello analitico. Il sistema di equraziisultante € risolto iterativamente
mediante una procedura numerica espressamente messaoa rliat quale l'uso di carichi
antagonisti fittizi permette di mantenere la rigidezaagémte dell’elemento strutturale sempre
diversa da zero e di controllare con l'accuratezzaeaith |'evoluzione dell'intero processo di
gonfiaggio. Per tale via, lo studio di molte situazioratjshe relative a membrane elastiche di



forma iniziale generica e soggette a una grande vadiettondizioni al bordo pud essere
convenientemente affrontato. Gli esempi applicatporiati di seguito riguardano alcuni casi ben
documentati nella letteratura tecnica.

2 IL MODELLO MECCANICO

Il processo di gonfiaggio di una membrana elastica egttibrda per molti aspetti la risposta
dei sistemi meccanici cinematicamente indetermireil(), quando si tenti di assoggettarli a dei
carichi non compatibili staticamente. In entrambi i cdsprocesso inizia sempre seguendo un
ramo cinematico del percorso di equilibrio del sisteneatiirana, lungo il quale una sequenza
continua di cinematismi/configurazioni della superfioedia, tutte quante prive di sforzo, si
sussegue apparentemente in modo casuale, almeno su scidadiocguando un ramo statico
viene incontrato. A questo punto il sistema dei carichede compatibile e I'equilibrio s’instaura
improwisamente (i singoli componenti/la membranaamrquasi istantaneamente in tensione).
E’ owvio che una distribuzione casuale di piccoli difptisti sulla superficie della membrana nella
configurazione iniziale in qualche modo influenzera ldostt tensione che si realizzera alla fine
del processo di carico. Da un punto di vista puramenteericop qualunque algoritmo, non
importa quanto accurato questo possa essere, che parte danfigurazione iniziale priva di
sforzo incontrerd la stessa situazione, dal momemtoqualunque piccolo errore numerico puo
essere visto come un equivalente difetto nel modell@amémo.

Per minimizzare I'entita delle incertezze indotte carugamento sulla valutazione dello stato
di tensione nello stato finale e, nello stesso terppo,migliorare la velocita di convergenza e la
stabilita dell’algoritmo numerico, il processo di carinecessario per assoggettare una membrana
elastica sottile ad una pressione differenziale asdag,, € qui suddiviso nelle quattro fasi
separate, descritte schematicamente nella Figura 2.
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Figura 2: Schema del processo di carico

Nello stato iniziale, rappresentato dal putte (0, 0), la membrana € completamente piatta e
priva di sforzo. Durante la Fase 1, una trazione umiof, via via crescente, agisce nel piano
della membrana lungo l'intero suo bordo sin quando uno shiatilatazione uniforme viene
raggiunto inA =(0, Tnhay. Durante la successiva Fase 2, una pressione diffatep crescente
agisce internamente sin quando |0 sBt8(Pnay Tmay € Ottenuto. Una quantita assai limitata di
corrugamento, facilmente controllabile variando opportuméené parametripmax € Tmax € Ora
prodotta. Nella successiva Fase 3, la trazidné gradualmente scalata a zero. Nel punto
C =(pPmax 0) ha inizio infine la fase di deflazione — Fase 4 — lufgquale il corrugamento puod



finalmente svilupparsi completamente sin quando la pressagggunge nel punt® =(pgy,, 0) il
valore finale assegnato. In tutte le quattro fasi désctanalisi della risposta della membrana é
effettuata utilizzando la medesima procedura incremeiteabgiva, sebbene la fase di
pretensionamento possa essere effettuata impiegando anéhgala gasso di carico.

Durante tutti i cicli iterativi corrispondenti al generipasso incrementale, I'equilibrio si
ottiene ricorrendo al principio dei lavori virtuali. Iparticolare, adottando una formulazione
Lagrangiana totale, la possibilita di grandi spostamaotompagnati da piccole o moderate
deformazioni € tenuta in conto scegliendo il tensorerdefsLagrange come misura appropriata
della deformazione, mentre gli effetti del corrugamentiosstato di equilibrio locale sono
considerati attraverso una legge costitutiva elasticalineare che fa uso del concetto di energia
rilassata, cosi come proposto da Pipkin [7].

Passando ai dettagli analitici, SRR’ la regione del pianoQ x, y) occupata dai punti del
piano medio della membrana nella configurazione iniz@jee sia NOR? la sua frontiera,
costituita dall’'unione di piu archi di curve semplici egolari. Indichiamo con il valore dello
spessore della membrana. Sial vettore posizione di una particella rappresentatiehpiano
medio della membrana i, edx il vettore posizione della stessa particella nellafigarazione
attuale C. Sia F=0x/0X il gradiente materiale della posizion& = 1/2F'F-1) il tensore
lagrangiano di deformazione finita di Greeneitlsecondo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff,
coniugato energeticamente BdCio posto, indicando codW il lavoro virtuale delle forze interne
ed esterne compiuto per lo spostamento virtdal@ssociato alla deformazione virtuale , con
p la pressione differenziale agente sulla superfizjeed infine conT il valore della trazione
uniforme agente ortogonalmente al contoffyp nel piano della membrana, I'equilibrio della
membrana durante ciascuna delle quattro fasi si impieotvendo nella sequenza indicata i
quattro problemi al contorno:

Fase 1: Pretensionamento@as (0, 0) a A=(0, Tnay; p =0.

aw:tqj%s:dzmQO—jroTnoderO:o. in Qo
ow=dulk =0 (condizione di semplice appoggio bilaterale ligcio sulg, (1)
FSn—(k FSn)k =Tn,. sulop

Fase 2: Gonfiaggio d& =(0, Thay @ B =(Pmax Tmaw; T = Tmax

dN:tIIﬁQO S:dEI]jQO—jronaxnodel'o—HQO pn [@udQ, =0, in Qo
av=dilk =0, suloy  (2)
FSn—(k FSn)k =T, .,.No- sulgp

Fase 3: Detensionamento B& (Pmax Tmay & C=(Pmax 0); P = Prmax

dN:tIIﬁQO S:dEmQO—jroTnodel'O—HQO Prad [BUdQ, =0, in Qo
v=ailk =0, sulo,  (3)
FSn—(k FSn)k =Tn,. Sulop

Fase 4: Sgonfiaggio d& =(Pmax 0) @ D = (pfin, 0).



ow:tqjgos:damgo—jj% pn@BudQ, =0, in Q,

ow=2ulk =0, sulfg, (4
FSn - (k [FSn)k =0. sulp

In ogni fase il materiale obbedisce al legame td#to fornito in [7].

A ciascuna delle precedenti equazioni vettorialiisponde un sistema di tre equazioni scalari
algebriche non lineari che puo essere risolto ibito-EM basandosi su uno schema risolutivo di
tipo Newton-Raphson modificato. Negli esempi chguseo, i singoli problemi strutturali sono
affrontati supponendo che la membrana sia capaceagdire soltanto a sforzi di trazione, per
simulare la presenza del corrugamento. Per comfrordasi dell’airbag quadrato e a croce sono
stati studiati anche nell'ipotesi che il materiatestituente la membrana abbia un comportamento
elastico lineare e possa quindi trasmettere sftitzazione e di compressione.

3 RISULTATI NUMERICI

3.1Airbag quadrato

Questo primo esempio € un classico test di cordrddl. Nella configurazione iniziale,
l'airbag quadrato € piatto, ha una diagonale dioIfthdi lunghezza ed uno spessore uniforme di
0.6mm |l materiale & elastico lineare, omogeneo eddpat conkE = 588MPa ev = 0.4. Una
pressione differenzialp =5kPa agisce internamente. Stante la simmetria del enoh] solo un
quarto della parte superiore dell'airbag & statdeliato, utilizzando complessivamente 663 g.d.l.
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Figura 3: vista dall'alto dell'intero airbag (dim&oni inmn): (a) compressioni ammesse;
(b) solo trazioni ammesse.

Nel caso in cui si ammettano anche sforzi di cosgiome (Figura 3a), lo spostamento
verticale del centro dell’airbag e di 20dm i valori medi delle tensioni normali nei 16 elertie
disposti intorno all’origine sono pari @y = 4.82MPa, ¢, = 4.76MPa. Al contrario, se si assume
che la membrana sia del tutto incapace di trasmeeiforzi di compressione (Figura 3b), lo
spostamento verticale del centro dell’airbag resudt 21.5cnt lo spostamento orizzontale del



punto A e quello del punto B misurato lungo la diagle del quadrato sono pari rispettivamente a
11.9 cme 4.9 cm | valori medi delle tensioni normali nei 16 elertiedisposti intorno all’origine
sono pari in questo caswg = o,y = 3.92MPa. Questi risultati sono in ottimo accordo con guell
ottenuti recentemente da altri autori [4, 9].
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Figura 4: grafico dei valori dix (linea continua) e,y (linea tratteggiata) lungo I'asse
(a) compressioni ammessé) Golo trazioni ammesse.

25 T
012 T T T T T T T T
~ 2} E
2 4
[ =
g =3
o
£ g 51 1
8 2
s &
0 e | ]
s s
N [}
[
£ e
8 05| |
0 5 10 150 20 20 X0 33N 40 490 0 5 10 150 20 250 300 330 400 40
X (mm X (mm
@ o ® o

Figura 5: grafico dei valori principali della defioazione da corrugamenta) (
e della tensioneb lungo il lato AB.

Nel caso §) le compressioni presenti nella parte esterndaiiblag sono responsabili per la
presenza delle pieghe (mesh dipendenti) ossergaiiliordo del quadrato. E opportuno osservare
come, anche in questo caso, la procedura numesgiéa grado di ottenere un airbag dalla forma
regolare e simmetrica, con una distribuzione dpatiere pressoché uniformemente distribuite
lungo il contorno.



Figura 6: modello sperimentale di airbag quadnatBVC rinforzato da fibre in poliestere;
(a) vista dall'alto; p) vista laterale.

Sperimentalmente si osserva come i corrugamenith deperficie tendano a concentrarsi in
poche pieghe molto marcate al centro dei lati (fidgd), a causa della presenza di imperfezioni
iniziali della superficie, anche molto piccole. Gteefenomeno non puod essere riprodotto con |l
modello qui illustrato. Nonostante cio, i risultatumerici sono in buon accordo con quelli
sperimentali per quanto riguarda i valori dello fpmento dei punti ritenuti maggiormente
rappresentativi e 'andamento delle deformaziont@augamento (piu elevate al centro dei lati).

3.2Airbag rettangolare

Questo secondo esempio € una semplice variazidrEatdema esaminato precedentemente.
In particolare, ci proponiamo di verificare quardioestenda la zona corrugata lungo il lato
maggiore del rettangolo. Nella configurazione wiil’airbag é piatto e di forma rettangolare. |
lati sono lunghi rispettivamente= 1800mme b = 566mm mentre lo spessore della membrana é
di 0.6mm Come nel caso precedente, il materiale & elabtieare, omogeneo ed isotropo, con
E = 588MPaev = 0.4. Una pressione differenzigles5 kPaagisce internamente.

| risultati numerici sono mostrati nelle Figure B.eCome atteso, nella parte centrale I'airbag
appare di forma cilindrica, con un rapporto tranti#ro e lunghezza complessiva di 1:5. Il forte
corrugamento che interessa le parti terminali tih@se pressoché completamente a una distanza
che risulta circa pari alla larghezza del rettaogetlla configurazione iniziale (Figura 8a). Nel
tratto centrale, la distribuzione delle tensioriod buona approssimazione uno stato monoassiale
di sforzo con tensione costante (Figura 8b). lltasusperimentali sembrano essere in accordo con
quelli ottenuti numericamente (Figura 9).



Figura 7: vista dall'alto dell'intero airbag (sopeassonometria di
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Figura 9: modello sperimentale di airbag rettangpoiia PVC rinforzato da fibre in poliestere;
vista dall'alto (a sinistra); vista laterale (atak

3.3 Airbag a croce

Questo problema e stato proposto di recente in A®the in questo caso, per simmetria, il
modello numerico €& limitato ad un quarto della @atiperiore dell’airbag, per un totale di 843
g.d.l. Nel caso in cui per il materiale costituefdemembrana si assuma un comportamento
elastico lineare a trazione e a compressione (&ig0g), si osserva una distribuzione pressoché
uniforme di pieghe lungo il bordo dell'airbag, laidorma ed ampiezza dipende dalla mesh
adottata. Cido nonostante, anche in questo caswdékegimento numerico utilizzato € in grado di
ottenere una forma regolare, rispettosa delle sinengresenti nello schema strutturale.
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Figura 10: vista dall’alto dell'intero airbag (dim&oni inmm): (a) compressioni ammesse;
(b) solo trazioni ammesse.

Nel caso in cui si ammettano soltanto trazionispmstamento verticale del punto centrale A
risulta pari a 35.6 cm, mentre lo spostamento oniale del punto B & di 22.7 cm. Le
deformazioni da corrugamento maggiori si registraegli elementi posti all'intersezione tra il
quadrato centrale e le parti laterali dell’'airbaljre che lungo i bordi esterni. | risultati nunoeri
sembrano essere in accordo con quelli reperibiétieratura.



4 CONCLUSIONI

In questo lavoro é stato illustrato un algoritmaneuico per la determinazione delle forme di
equilibrio di membrane elastiche sottili fortemerieessurizzate, soggette a corrugamento,
inizialmente piane. Il procedimento numerico sviaf prevede una sequenza di quattro fasi di
carico, che traducono l'introduzione e la succesgivmozione di una trazione piana fittizia
antagonista che agisce uniformemente lungo l'interdorno della membrana. Per tale via risulta
possibile risolvere numericamente con grande atmzma l'insieme delle equazioni che
governano I'equilibrio elastico delle membrane,redee altresi cura di mantenere sempre diversa
da zero la rigidezza tangente della struttura.utti € tre gli esempi applicativi considerati, i
risultati numerici appaiono in buon accordo conoservazioni sperimentali e con i risultati
reperibili in letteratura.
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