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SUMMARY. The paper deals with the analytical computation of boundary integral coefficients in-
volved in the analysis of thin plates by a symmetric boundary element model. A complex variable
description of the integrands is used in conjunction with a specific complex integration rule. The
high singularities of the kernels are eliminated by means of a regularization procedure based on
Gauss transformations. The proposed complex variable integration technique lightens symbolic ma-
nipulations in comparison with real variable formulations and provides results more compacts, also
in the case of generically oriented integration domains.

1 INTRODUZIONE

I modelli numerici basati sulla discretizzazione del contorno possono essere sviluppati sia nella
forma standard per collocazione che in forma simmetrica [1]. Nell’approccio alla Galerkin i modelli
simmetrici per I'analisi di lastre inflesse sottili si ottengono usando equazioni integrali sul contorno
associate a sorgenti statiche e cinematiche ed interpolando le distribuzioni delle sorgenti e le variabli
di contorno mediante le stesse funzioni di interpolazione [2], [3]. Selezionando le equazioni sulla
base delle condizioni al contorno si assembla un sistema simmetrico di equazioni nelle variabili di
contorno.

Il calcolo dei coefficienti del sistema simmetrico richiede particolare cura nella soluzione dei
problemi computazionali legati alla valutazione degli integrali sul contorno. Il rilevante numero
di termini coinvolti negli integrandi, soprattutto in presenza di funzioni di forma di ordine elevato,
spinge all'uso di tecniche di integrazione numerica. Tali tecniche risultar@earose nel caso
di problemi di grandi dimensioni e scarsamente accurate in presenza di quasi siagadlamte-
grazione analitica ritenuta utile per il calcolo dei contributi singolari [4], per la riduzione del tempo
di calcolo e per il miglioramento dell’accuratezageneralmente poco utilizzata a causa degli in-
convenienti legati ai pesanti sviluppi simbolici, presenti soprattutto nel casarficolato di domini
genericamente orientati.

Una consistente riduzione delle manipolazioni simboliche, richieste dalle integrazioni sul con-
torno, pw conseguirsi introducendo una descrizione a variabili complesse, in grado di fornire risul-
tati analitici compatti per domini di integrazione sia separati che sovrapposti [5]. Seguendo questa
descrizione le funzioni di forma e le soluzioni fondamentali si rappresentano mediante variabili
complesse che descrivono la distanza tra il punto di campo ed il punto sorgente. Introducendo una
specifica regola di integrazione nel piano complesso, gli integrali possono essere sviluppati analiti-
camente. In questo processo diventa essenziale I'adozione di una tecnica di regolarizzazione per
parti che consente I'eliminazione dei contributi singolari. La regolarizzazione preliminare dei nu-
clei produce, inoltre, una significativa riduzione degli integrali base da valutare nella costruzione dei
coefficienti del sistema.



2 MODELLO SIMMETRICO AD ELEMENTI DI CONTORNO

La costruzione di un modello simmetrico ad elementi di contorno per I'analisi di lastre inflesse
sottili, di rigidezzaD e soggette ad un carigg si pw basare su una formulazione integrale sul
contorno derivata applicando il teorema di Betti
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doven, € il numero di spigoli presenti nel contoriiache delimita il dominid? della lastra [3].
Sostituendo nell’equazione (1) le rappresentazioni integrali sul contorno dello spostamento trasver-
salew e della rotazione normate
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dove K* € la matrice che raccoglie le soluzioni fondamerftale (w?*, 0% m?, t*, R, (j)) nel punto
di campoz relative alle sorgents € (F,C, A8, Aw, Ad,) applicate nel puntg. Tali soluzioni
presentano singolaéittomprese tra @ r) e O(1/r%).

Linterpolazione alla Galerkin dei campi di contorno reali, attraverso le funzipli, e dei campi

di contorno ausiliari, attraverso le funzionj¢], fornisce la seguente espressione discreta
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nella quale i vettorif e g raccolgono glin parametri di interpolazione e gli, parametri di spigolo
mentre le partizioni diK e p contengono i seguenti tipi di integrali
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Dall'equazione (7) si estrae, sulla base delle condizioni al contorno, il sistema simraeitieob
nelle variabili di contorno incognite.

Nella valutazione degli integrali semplici e doppi sul contorno, presenti nelle m&ric’ e
D, si pongono due differenti problemi computazionali. 1l primo riguarda il consistente nhumero
di termini da integrare conseguente all’'uso di funzioni di forma di ordine elevato. Le tecniche
di integrazione numerica, facilmente implementabili ma onerose nell’analisi di problemi di grosse
dimensioni e scarsamente accurate in situazioni di quasi singgladh risentono di questo prob-
lema. Al contrario, il ricorso all'integrazione analitica permette di ridurre i tempi di calcolo e di
migliorare I'accuratezza dei risultati numerici, ma richiede pesanti calcoli simbolici qualora le inte-
grazioni richieste siano effettuate utilizzando la descrizione standard a variabili reali, soprattutto nel
caso di domini genericamente orientati. || secondo problemaello dell'integrazione di soluzioni
fondamentali che diventano singolari quando i domini si sovrappongono. Esso si affronta general-
mente adottando specifiche tecniche di integrazione analitiche basate su trasformazioni alla Gauss,
sul concetto di parte finita di Hadamard o su processi al limite [4].

Una consistente semplificazione delle operazioni simboliche richieste dall'integrazione analitica
pud ottenersi introducendo una descrizione a variabili complesse [4], in grado di fornire sviluppi
analitici piu compatti per domini sia separati che sovrapposti, anche genericamente orientati.

3 DESCRIZIONE MEDIANTE VARIABILI COMPLESSE

La costruzione di un modello ad elementi di contorno in termini di variabili complesse richiede
la rappresentazione in tale forma delle soluzioni fondamentali e delle funzioni di interpolazione
coinvolte nelle equazioni integrali discrete (7).

3.1 Soluzioni fondamentali in forma complessa

Le forme complesse delle soluzioni fondamentali si possono ottenere con una trasformazione di
variabili dal piano reale a quello complesso. Assunto un riferimento cartesiano globale, si sostitui-
scono le componenti redlhy, n2) € (1, v2) dei versori normaln e v, relativi ai tratti di contorno
I'; eT¢, e le coordinate realir;, x2) del punto di campo €&, &2) del punto sorgente, appartenenti
ai medesimi tratti (vedi Figura 1), con le seguenti variabili complesse

n=mni +ing x[l] =z +ixs

vevtivy T N=b+ik (10)

dovel e X sono le ascisse locali sui tratti di contorfige I'¢.
La differenza tra le variabili complesse di posiziong] e {[\] e 'analoga differenza tra le
variabili coniugatez[¢] e £[\] definiscono le due nuove variabili complessez

2[l, ] = x[l] — &[N = (21 — &) +i (22 — &2) (11)
Tl — €N = (21 — &) —i (22 — &2) (12)
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Figura 1: Piano complesso.

Utilizzando le relazioni (10), (11) e (12), le componenti dei versori norm&iv, la distanza
tra il punto di campo ed il punto sorgente e le sue derivater,, presenti nelle espressioni delle
derivate direzionali,,, r;, r, € r, pOSSONO essere espresse come segue
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pervenendo ad una espressione in forma complessa notevolmecEnmatta di quella reale. Nel
caso della soluzione fondamentaje,, si passa, ad esempio, dalla forma reale
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alla seguente espressione complessa
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nellaqualek; =1+ p, ko = —1 + u, k3 = —5 + p e u =coefficiente di Poisan. Relazioni altret-
tanto compatte si ottengono per le tutte le altre soluzioni fondamentali coinvolte nella formulazione
simmetrica sul contorno.

3.2 Funzioni di interpolazione in forma complessa

La rappresentazione complessa delle funzioni di interpolazidnee v[£], solitamente definite
mediante le ascisse locdlie )\, richiede I'introduzione di una trasformazione tra tali variabili e
guelle complesse e z. Invertendo ed integrando le equazioni

d2[, N = (da[€]/de) de — (d€[N]/dN) dA =1 [ n —v][de
dZ0 N = (dz[f]/de) db — (dE]N]JaN)dr [dé} —’[ H } (17)



ottenute dalla differenziazione delle relazioni (11) e (12), si perviene alla seguente trasformazione
di variabili

. - a=1/(vi —nv)
L=1ia(b+2R(0z)) = 2(X(1)hy — R(v
A =ia(c+ 2R(nz2)) eon 2); 3&%22 - ggn))% (18)

In tali espressionh; = zf — ¢¢ e hy = 24 — £§ indicano la componente orizzontale e quella
verticale della distanza tra i punti iniziali A e C dei tratti di contoinpeI'; (vedi Figura 1).

4 INTEGRAZIONE ANALITICA NEL PIANO COMPLESSO

La descrizione nel piano complesso delle soluzioni fondameht#ti A\] e delle funzioni di
formay (™ [\ e )(*)[/], associate ai parametri) e (k) delle interpolazioni utilizzate per i campi
di contorno, consente di riscrivere sia gli integrandi, coinvolti nella valutazione dei coefficienti delle
matrici B, C e D, che i termini della matricd mediante una sommatoria di funzioni complesse e
complesse coniugate. Riferendosi, ad esempio, alla ma®itgenerico integrale doppio

BHb _ / M B A 8]0 de d (19)
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viene sostituito dall'integrale in forma complessa
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dove l'integrando pa essere rappresentato attraverso la combinazione di prodotti tra potenee di
funzioni di z

9ilz, Z) = ¢;2Ph|Z] (21)

In tale relazione il numeraen di termini, il coefficientec; e I'esponente dipendono dal tipo
di soluzione fondamentale coinvolta e dalle funzioni di forma utilizzate per descrivere i campi di
contorno. Nella relazione (20) le quaati{¢ e d\ sono sostituite dalle quarditiz/in e —dz/iv
ricavate dall'espressione (17).

Lintegrazione della generica funzione complegga, z] & sviluppata attraverso una specifica re-
gola di integrazione che permette di trasformare I'integrando bidimensionale in una forma monodi-
mensionale. Tale regola, basata su ripetute integrazioni per parti rispetto alla variable complessa
assume la forma

» .
B d? o
/sz h|z] dD = Zﬁj -5 (" / hlz) dzI*! (22)
j=0 j+1
doved®(zP)/dz" = 2P, B; = in® ! perl’ = T, e 3; = —iv* 1 perl',. Il simboloj +1, situato al
di sotto dell'operatore di integrazione della relazione (22), indica il numero di integrazioni indefinite
della funzioneh|z].

A titolo d’esempio si riportano di seguito due tipici risultati del processo di integrazione sem-
plice, rispetto alla variabilé, e doppia, rispetto alle variabilie \.
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Figura 2: Estremi di integrazione nel piano complesso.
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Calcolate le primitive di tutte le funziomi; coinvolte nel calcolo di un generico coefficiente della
matrice B, I'effettiva disposizione dei domini di integrazione, con estrémvs e A\, Ao, fornisce
l'integrale definito

B"O) = BRI 211 211] — BM®) 215, Z10] — BUR) (291, Zo1] + BUR) (299, Z90] (25)

dove le quantiizy; = z(£1, A1), 212 = 2(€1, A2), 221 = 2(fa, A1) € 222 = 2({2, A2), che denotano
le distanze nel piano complesso tra gli estremi dei domini di integraZiped",, risultano pari a

21 = (27 = &) +i(xg — €5) (26)
Z12 = (9314 — &)+ 1(93? — &) (27)
21 = (zf — &) +i(ad — &) (28)
209 = (2 — &) +i(zf —&F) (29)

Si osserva che la trasformazione di variabili definita dalle relazioni (18) contiene una sirggolarit
che si attiva nel caso di domini allinedti = v) o paralleli(n = —v). In questi casi, I'applicazione
della regola (22) deve essere preceduta da un procedimento di passaggio al limite. A tal fine si
disallineano inizialmente i versori normalie v assumende = v + ¢ nel caso di elementi allineati
en = —(v +¢) nel caso di elementi paralleli. Successivamente, si ripristina la corretta orientazione
dei domini di integrazione effetuando I'operazione di passaggio al limite pel0.

5 REGOLARIZZAZIONE DEI NUCLEI SINGOLARI
Quando 'ordine di singolastdelle soluzioni fondamentali coinvolte super@l@-), nel caso di
integrazioni doppie, e @nr), nel caso di integrazioni semplici, il calcolo degli integrali richiede



una regolarizzazione preventiva dei nuclei mediante trasformazioni di Gauss. Ciascuna di tali trasfor-
mazioni viene effettuata su un supporto formato da due elementi di contorno contigui, assicurando
la continuit delle funzioni di forma forma coinvolte ed eventualmente delle loro derivate nel punto
di connessione tra gli elementi. Questa caratteristica, insieme all'annullamento delle stesse fun-
zioni agli estremi del supporto, consente di eliminare i contributi di contorno singolari, prodotti dai
successivi sviluppi per parti, conservando i contributi di dominio regolarizzati.

E’ da notare che& necessario scegliere opportunamente l'ordine delle variabili rispetto a cui
sviluppare I'integrazione per parti affingh contributi singolari relativi al punto di connessione tra
gli elementi del supporto si elidano a vicenda, . In questo modo, nel caso di coefficienti costituiti da
soli integrali doppi si pa eliminare la dipendenza della primitiva dal versore normale dell’elemento
rendendo identici i contributi di contorno.

La procedura di regolarizzazione consente una significativa riduzione dei tipi di integrali da va-
lutare. La riduzione dell’ordine di singolagidelle soluzioni fondamentadi accompagnata, infatti,
da un contemporaneo abbassamento dell’ordine delle funzioni di interpolazione coinvolte. Tale
risultato semplifica le espressioni degli integrandi in forma complessa compensando la maggiore
articolazione delle funzioni di forma ottenute attraverso le trasformazioni di variabili (18).

Ricordando che il prodotto tra le soluzioni fondamentali e le funzioni di formadsrgppresenta-
re mediante una sommatoria di funzioni complegsecomplesse coniugafg, si riporta un quadro
di tutte le funzionih[z] da considerare per la valutazione dei coefficienti del sistema simmetrico
nelle variabili di contorno

hl[g] =
hsz] =

, holz] = 22 . hs[zl=1/2 , h4lz)=1/7" (30)
nz , hglz]=z2Inz , hy[z]=2*Inz , hg[z]=2Inz (31)
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ed un elenco degli integrali doppi corrispondenti all'esponente2
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6 ALCUNI ESEMPI DI REGOLARIZZAZIONE

Nel seguito si illustra I'applicazione del processo di regolarizzazione al calcolo del coefficiente
AR = A[AOM 4(F)] associato ai parametri di interpolazion®™) della sorgente ed®) del-
I'effetto, situati in due nodi contigui (vedi Figura 3). Il coefficiente in questiengefinito dalla
relazione

Alhk) /F(h) wéh (A " w [ I F(k)dr(h) +/ 1Z)(h) *(k) drg\h) (32)
b\

che comprende le soluzioni fondamentalj con singolaria O(1/r®) em;, , con singolari O(1/r2)

th, = 2R [ 3] (4erkiks) +2R K?@i”lﬂ) ;} (6c1k2) +2R [ 2} (2c1koks)  (33)

t1 to t3
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miy Mig

dovek; = (14 p), ko = (=1 + p), ks = (=5 + p). |l trattamento congiunto dei termini con
indice uguale, che presentano forme riconducibili a struttura simile attraverso una trasformazione
per parti, permette di rimuovere i contributi di contorno che Bguossibile eliminare avvalendosi
delle propriea delle sole funzioni di forma.

Figura 3: Funzioni di forma per il calcolo del coefficiemt€**)relativo ai parametring) e u (%),

Si consideri dapprima l'integrazione dei contribtytie .,
Aghk) _ /(h) w(h) " w(k) tl[n] dedx + /(h w(h) (mgf-i-) [n ] mg’; )[ a}) A\ (35)
FA FZ FA’)

Lo sviluppo per parti dell'integrale interno del nucleosugli elementi e b del supportd“y“)
della funzione di forma)*) produce, in tal caso, le relazioni
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uguale al nuclean,, . Il valore nullo assunto dalle funzioni di forma agli estreifyi £ ;) del supporto

I'*®) consente la rimozione diretta delle partifgli e B, che si riferiscono a tali punti. Per effetto del
valore unitario assunto dalle stesse funzioni di forma nel punto di conneggigraegli elementi

del supportol'®), le aliquote diB; e B, possono essere invece eliminate solo sommandole ai
termini mgf_)[na] e m§f+>[nb], dotati di uguale valore ma di segno opposto. Al termine della
prima integrazione per parti la relazione (35) diventa

(hk) (h) (h) dw(k) 0
A7 = Y\ (Bs + By)dX = — (0 ———ty[n] dld\ (39)
(" () r dl

La singolaritt O(1/72) della primitivat{ presente in tale espressionedpessere rimossa effet-
tuando una nuova integrazione per parti sul supporto interno, di cui si riportano qui gli sviluppi
analitici

be g, (k) (k) fe Ce g2,,(k)
¢ dpa” 4 dipa” g / cdha g
t1[na] dl = — t1 |na t1 |ng) df 40
C Cs
o o) ™ Yt geg®
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0 _ £ 39 _n
# = t1d€—28?[ 5| Gerkiks)  ne (namy) (42)

L'annullamento delle derivate delle funzioni di forma sia agli estremi dégl?..) dell’elemento
di contornoa che a quelli(¢., ;) del’elementob consente la rimozione dei contributi di contorno
C, eC,. Altermine della seconda integrazione per parti 'equazione (39) assume la forma seguente
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La regolarizzazione del nucleg si svolge in modo analogo tenendo conto della presenza del
terminem,,. Diversoe il caso del nucleos per il quale i contributi di contorno prodotti dalla due

integrazione per parti §D§k) si elidono a vicenda o per effetto dei valori nulli delle funzioni di forma
o delle loro derivate. Al termine dell'intero processo di regolarizzazione il coeffici¢fte) pud
essere riscritto nella forma seguente

h Z@ yaa 24
AGH) / L / . dﬁ (#4025 + t81) dedx (43)

contenente le primitive

2

n 14
= oR [—ﬂ} (derkiks) , t=2R {—m] (2¢1kok) (44)

6nv2z
Il risultato finale del processo di regolarizzaziobeettamente pi compatto dell’'espressione
di partenza, sia per la presenza di funzioni di interpolazione entrambe lineari che per la maggiore
compattezza delle espressioni dei nuclei regolarizzati rispetto ai nuclei originari. Lintegrazione
nel piano complesso dei vari termini si effettua applicando la regola di integrazione (22) dopo aver
rappresentato le funzioni di forma in termini delle variabig z.
Un procedimento di regolarizzazione del tutto simile a quello appena desciitEsgare seguito
nel calcolo del coefficiente della matrigt associato ai parameth« (") di interpolazione della sor-
gente ed«(*) di interpolazione dell'effetto. L'espressione di partenza di tale coefficiente comprende
in tal caso integrali doppi, integrali semplici e contributi puntuali

Alhk) — /( ),l/)(h A }/( )¢(k)[ A dl“(k)df(h) +
T h k

UONRL A+ | eP e U+ R, (48)

t =29 [ } (4crkiks) (45)

N

di quattro differenti soluzioni fondamentali dotate di singotaudotate pari a Q/r) perti,,,
O(1/r%) perm; 5, €thg, € A1/7?%) permy oy,
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Il trattamento congiunto dei termini dotati di uguale indice conduce al seguente risultato finale

d2pM[\] d2p®) (]
(hk) = —_— MR G ¢ B YD VN 1759\ POAN
Ares ./p;m dA? /Fé’“ Jpr (7 17 7 dldA (51)

nel quale la singola’t O(1/r) della primitiva

HOX — o ng + 6V721> ln(z)} (6c1koks) +
1 1 2
e K%v?) a (48 B 12;2) ln(zﬂ (24c1ks) (52)

non pone problemi per il calcolo dell'integrale doppio.

7 CONCLUSIONI

La valutazione analitica degli integrali di contorno che intervengono nella costruzione dei model-
li BEM simmetrici pone impegnativi problemi computazionali, particolarmente nell'analisi di lastre
inflesse sottili di generica forma poligonale. L'elevata singdaditlle soluzioni fondamentali ed il
rilevante numero di termini conseguenti all’'uso di funzioni di forma di ordine elevato richiedono, in-
fatti, complicate manipolazioni simboliche. Consistenti semplificazioni si possono ottenere adottan-
do una tecnica di integrazione a variabili complesse affiancata da una procedura di regolarizzazione
basata su ripetute trasformazioni di Gauss. Si ottengono in tal modo espressioni simboliche molto
compatte, anche nel caso di domini di integrazione genericamente orientati. 1l lavoro descrive le
procedure necessarie per I'applicazione della tecnica di integrazione analitica proposta, presentando
un quadro dei tipi di integrali base necessari per la costruzione dei coefficienti integrali del sistema
algebrico. Vengono anche messi in luce i vantaggi del processo di regolarizzazione che, oltre a
consentire il trattamento delle singolariproduce forme computazionalmenta ponvenienti.
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